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1 Introduction

Un peu d’histoire...

Alors que le début du XX®™ siécle a vu la logique émerger comme un domaine des mathématiques
a part entiere, le fin de ce méme siécle a été le théatre de profonds changements dans la fagon
d’aborder le sujet.

Aprés quelques interrogations sur la théorie des ensembles, la premiére grande question de
la logique sera le programme lancé par Hilbert en 1900. Les interrogations portaient sur les
fondements des mathématiques, on peut les résumer en deux points :

e La question de la cohérence des mathématiques : le systéme formel que I'on utilise peut-il mener
a une contradiction ?

e La question de la complétude : peut-on toujours démontrer ou réfuter un énoncé mathématique ?

C’est Godel qui apportera la réponse en 1931 avec ses célebres théoremes d’'incomplétude : tout
systéme formel suffisamment expressif pour encoder I'arithmétique ne peut étre a la fois cohérent
et complet.

Le résultat a mis un certain temps a étre bien compris, et les recherches autour du programme de
Hilbert se sont poursuivies avec plus ou moins de succeés pendant plusieurs décennies.

Ainsi, en 1934 Gentzen va mettre sur pied la déduction naturelle, puis le calcul des séquents,
pour obtenir un cadre plus pratique pour raisonner sur les démonstrations. Initialement concu pour
démontrer la cohérence de I'arithmétique au moyen d’une induction ordinale (une généralisation
de la récurrence), le calcul des séquents sera le point de départ de la transformation de la logique a
la fin du XX*™e siécle.

En effet, pour faire sa démonstration, Gentzen montre un résultat intermédiaire sur le calcul des
séquents : 'élimination des coupures.

L'idée est que la coupure correspond grosso modo a I'utilisation de lemmes intermédiaires. Il existe
un algorithme dit d’élimination des coupures qui transforme une démonstration en une autre,
démontrant la méme chose sans utiliser la coupure.

Cet algorithme constitue la premiére apparition d’un point de vue dynamique en logique.

Bien que la terminaison de I'algorithme d’élimination des coupures implique la cohérence, on peut
étre tenté d’aller un peu plus loin. Les propriétés d’un algorithme a étudier ne manquent pas : le
temps qu’il met a terminer, dans quelles situations termine-t’il rapidement, peut-on optimiser le
calcul, quel est I'espace necessaire pour effectuer le calcul etc.

A cela va s’ajouter une remarque de Curry' : il existe une correspondance forte entre les preuves (de
logique intuitionniste en particulier) et la notion de programme informatique, par l'intermédiaire
du A-calcul. Par exemple, le programme qui prend en argument un élément de type A et le retourne
sans modification correspond a une preuve de A = A.

Dans cette correspondance, c’est justement I’élimination des coupures qui joue le réle de 'exécution
du programme.

A partir de 1a, la question en logique va progressivement glisser de « est-ce que A est vrai? »
vers « comment A est vrai? » avec l'informatique a la fois comme source d’inspiration et champ
d’application.

L Curry avait remarqué cette correspondance pour la logique combinatoire, mais c’est un article de Howard dans le cadre
du A-calcul simplement typé qui a fait connaitre 'idée. C’est pourquoi on parle généralement de la “correspondance de
Curry-Howard”.



La logique linéaire

C’est dans ce contexte qu’apparait la logique linéaire. Issue d’'une analyse de la dynamique de
la logique, elle propose un changement de point de vue : les formules deviennent des sortes de
ressources, sur lesquelles on effectue des actions. Ce qui donne une vision presque “physique” de la
logique.

Ainsi, on ne lit plus « A = B » comme « si A est vrai, B est vrai », mais plutbt comme « on peut
transformer A en B ». On change d’ailleurs de notation pour bien marquer la différence : 'implication
linéaire se note “A—B ”.

En particulier, la duplication d’hypothéses s’apparente a une duplication de ressources et necessite
un traitement particulier.

Le nom de la logique linéaire n’est pas un hasard. Il vient d’'une propriété ensembliste sur des
fonctions qui fait fortement penser a la “vraie” linéarité. Il est donc assez naturel de chercher a
faire vivre la logique linéaire dans des espaces vectoriels. Or, les objets quantiques se décrivent
justement a ’aide d’espaces de Hilbert.

De plus, cette idée d’'une implication qui consomme, détruit sa prémisse fait penser a ce qui se passe
en mécanique quantique, ou se produisent des phénomenes du type principe de non-clonage. On
va donc chercher a interpréter la logique linéaire dans un monde quantique, afin de voir ce que
peut apporter le passage d’une vision de la logique comme actions a une vision comme actions
quantiques.

Linformation quantique

La vision d’action quantique, ou de transformation décrite de facon ponctuelle sur des systémes
quantiques prend son sens en information quantique. On retrouve I'idée d’action a travers la notion
de porte quantique, analogues des portes logiques en informatique. L'évolution temporelle des

systemes est en effet “cachée” dans le passage de ces portes.

Plus précisément, on considére des objets quantiques, des chalnes de Qubits, auxquels on applique
des transformations linéaires. Le passage d’'une porte quantique est 'application sur une chaine
de Qubits d’'une transformation linéaire de base. On fera correspondre ces transformations a des
preuves de logique linéaire.

En pratique, un Qubit peut revétir plusieurs formes. C’est en tout cas un sytéme quantique a deux
niveaux d’énergie, notés |0) et |1), comme un bit classique peut avoir deux valeurs, O et 1. Faire
passer une porte a une chaine de Qubits correspond a faire évoluer son état pendant un temps
donné. Cette évolution est linéaire, et avant et apres le passage d’'une porte, I'état du registre de
calcul est considéré comme stable.

On peut pour cela utiliser des photons. Un Qubit est alors un ensemble de deux cavités optiques.
Létat |0) correspond a I'évenement “le photon est dans la premiére cavité”, I'état |1) a “le photon
est dans la deuxieme cavité”. On agit sur le systéme en utilisant des miroirs, et des miroirs semi-

réfléchissants.

On peut également utiliser des pieges a ions. Le Qubit est dans ce cas un noyau atomique dont I'état
|0) est le niveau d’énergie fondamental et |1) le niveau d’énergie excité a 1 phonon, c’est-a-dire son
mode de vibration le plus bas. On agit sur son état a I'aide d’ impulsions laser, et les Qubits sont
couplés par le partage d’un phonon.

Enfin, un Qubit peut étre le spin d’'un noyau nucléaire, que I'on fait évoluer en modifiant le champ
électro-magnétique (de fortes impulsions magnétiques) dans lequel le noyau est plongé.

Un des défis majeurs de linformation quantique est de réussir a stabiliser suffisamment long-
temps une chaine de Qubits. Un de ses intéréts est la possibilité de réduire des problémes dont
la complexité optimale connue est exponentielle en des problemes de complexité polynomiale
(factorisation des grands nombres, algorithme de Shor, transformée de Fourier).



Cependant, ce gain en complexité va de pair avec une perte d’assurance sur le résultat. En effet,
la mécanique quantique est intrinsequement probabiliste, si bien que le résultat d'un algorithme
quantique est le résultat voulu a une certaine probabilité pres. On a donc besoin de contréler
classiquement ces résultats.

Dans cette optique, en 2003, P Selinger construit une sémantique de I'algorithmique quantique :
il donne une représentation de chaque algorithme quantique a travers des opérateurs positifs dans
lesquels il intégre le controle classique, ce qui lui permet en particulier de représenter les boucles
ou les procédures récursives.

On a ici une sorte d’assimilation entre les objets de I'information quantique, les Qubits (représentés
également par des opérateurs positifs), et les transformations (linéaires, donc) que I'on opére sur
eux. P Selinger rend cette assimilation possible a travers un isomorphisme entre les applications
superpositives (transformations admises par la mécanique quantique) et les opérateurs positifs.

J.%Y. Girard s’en est inspiré en 2004 pour définir la version quantique de ses espaces cohérents : les
espaces cohérents quantiques, qui sont un modele d’une partie de la logique linéaire. L'isomorphisme
qu’il utilise est différent et n'impose aucun controle sur la positivité des opérateurs, ce qui ameénera
quelques problemes. En particulier, I'identité des opérateurs, qui est la représentation de la preuve de
l'axiome A— A se transforme via 'adjonction en un opérateur non positif. J-Y Girard est donc obligé
d’admettre dans son modele des opérateurs non-positifs, mais aussi en conséquence des applications
qui ne sont pas superpositives, donc qui ne sont pas admises par la mécanique quantique et n’ont
pas d’analogues en algorithmique.

Néanmoins, les espaces cohérents quantiques présentent énormément d’anologies avec l'informa-
tion quantique, notament a travers l'utilisation du produit tensoriel. On retrouve également une
interprétation du phénomene de décohérence.



2 Guide de lecture

Nous nous sommes dans un premier temps intéressés de prés au modele des espaces cohérents
quantiques introduit par J.-Y. Girard dans [8]. Nous en avons d’abord étudié les aspect techniques,
puis nous nous sommes penchés sur un exemple peu détaillé dans 'article : les booléens quantiques,
censés correspondre & un ensemble d’états quantiques. Ceci nous a permis de point de départ pour
les remarques sur la positivité et la superpositivité évoquées ci-dessus. Nous nous sommes également
intéressé a l'interprétation de I’ n-expansion dans ce modele, qui donne des résultats trés différents
des modeles classiques.

La fin du mémoire est consacrée a la construction d’'un modeéle alternatif, s’inspirant a la fois des
espaces cohérents quantiques et du modeéle construit dans [15] par P Selinger, dont on utilisera
lisomorphisme. Les résultats les plus intéressants sur ce modéle étant que l'on peut alors se
restreindre aux opérateurs positifs et aux transformations superpositives, et que le ¥ de systemes
quantiques correspond alors exactement a la combinaison libre des deux sous-systemes, intrication
comprise.

Détail du contenu de chaque section :

Dans les sections 3 et 4, on introduira la logique linéaire d’'un point de vue trés intuitif, pour les
non-logiciens. On verra ensuite rapidement quelques notions sur les espaces cohérents classiques et
probabilistes afin de comprendre leur lien de parenté avec les espaces cohérents quantiques.

On exposera ensuite (section 5) les notions de mécanique quantique utilisées dans ce mémoire :
principes de base, transformations superpositives, intrication.

Dans les sections 6 et 7, on posera les définitions de base des espaces cohérents quantiques, puis on
en étudiera des propriétés plus avancées.

Les sections suivantes seront consacrées a I’étude de plusieurs exemples. Le plus important d’entre
eux étant celui des booléens quantiques (section 8), qu’on comparera avec leurs analogues classique
et probabiliste.

On regardera également des généralisations de cet exemple (section 9.2).

Cela nous permettra de mettre en lumiere une divergence entre les espaces cohérents quantiques
et la mécanique quantique. On s’intéressera dans la section 10 a cette divergence, en comparant le
modele (et surtout son adjonction) de J.-Y. Girard et celui de P. Selinger.

Cela nous menera a proposer une construction alternative, combinant les idées a la base des espaces
cohérents quantiques et de la sémantique de P. Selinger. On étudiera en section 11 les propriétés de
cette construction qui permet de ne garder que des opérateurs positifs.

Enfin, on verra (section 12) une partie de l'interprétation des preuves de la logique linéaire dans
les espaces cohérents quantiques. Cette interprétation a la particularité de faire la différence entre
une preuve et sa version 1-expansée, fait assez inhabituel en logique. De plus, on remarquera que
le passage de l'une a l'autre version se fait par “mesure sans lecture”.

Note : Insistons sur le fait qu’a notre connaissance, la relecture de Uarticle de Selinger a la lumiére des
espaces cohérents quantiques n’avait pas produit auparavant la construction d’espaces cohérents dont les
éléments sont exclusivement des opérateurs positifs. De surcroit, les exemples que nous avons développés
sont issus d’'une remarque de J-Y. Girard concernant la structure des ECQ canoniques que lui-méme a
construit : plutét que de les voir comme le bipolaire d’'un ensemble, il choisit de les considérer comme
un ensemble d’opérateurs positifs associé a une norme. Ce point de vue n’avait, d’aprés nos lectures,
pas encore été exploité et nous a permis de former des espaces cohérents a la fois quantiques et positifs.
Enfin, nous avons mis en exergue les relations entre booléens classiques, probabilistes et quantiques.






3 Rudiments de logique linéaire

Une logique de ressources

Un bon moyen de comprendre le sens de I'implication linéaire est d’y penser en termes écono-
miques : « A—B » prend le sens de « il faut payer A pour obtenir B ». Contrairement a une
implication classique, dans une démonstration de A— B on part de ’hypothése A mais on ne peut
l'utiliser qu’une seule fois pour démontrer B (tout comme une piece de 50 centimes ne peut servir
que pour acheter un seul café au distributeur).

La logique linéaire ne se contente pas d’'une implication. Outre les connecteurs que nous détaillerons
un peu plus bas, on dispose d’une négation, notée “ ~ ”.

La ou la négation usuelle inverse les valeurs de vérité, la négation linéaire prend un sens plus
opérationnel. Si A est une ressource, on peut voir ~A comme une demande de A, une sorte d’anti-A,
tel que A et ~A mis en présence 'un de I'autre se détruisent mutuellement. On retrouve en logique
linéaire le principe « A— B si et seulement si ~B — ~A », mais son sens a changé : on est face a un
renversement du processus de transformation de A en B.

Mais tout cela resterait assez exotique (quoiqu’intéressant) si la logique linéaire n’avait aucun lien
avec les logiques dont elle est censée expliciter 'opérationnalité. L'idée est qu'une modalité, notée
“17” va redonner aux énoncés un comportement classique.

Pour continuer sur la métaphore économique, posséder !A c’est étre trés riche ! En effet I'interpré-
tation intuitive de !A est « A autant que Uon veut, ad libitum ».

Cela permet de faire le lien avec la logique usuelle via ’équation suivante :

A=>B ~ |IA—B

qui dit que démontrer que A implique B est équivalent a démontrer linéairement B en utilisant un
nombre potentiellement infini de fois A.

Les connecteurs

Puisque 'on considere les énoncés comme des ressources, on ne peut plus les manipuler de la méme
facon que des valeurs de vérité.

On sent bien qu’il va y avoir beaucoup plus de manieres différentes de “mettre ensemble” deux
ressources que de combiner deux tables de vérité. Le systéme étant plus fin, son langage est plus
complexe.

Cela se traduit entre autres par un doublement du nombre de connecteurs, dont on peut essayer de
donner une intuition en continuant a suivre la métaphore économie/ressources :

Le « tenseur », ®
C’est le connecteur le plus simple a comprendre : A® B peut se lire « j'ai A et B simultanément ».

En particulier A® A se traduit en « deux fois A », ce que le “et” logique habituel ne peut pas
exprimer, puisque “A” a la méme table de vérité que “Aet A”.

Le « avec », &

La proposition A&B se lit « A ou B, au choix ». Cela se comprend bien avec la régle suivante?® :
si A—B et A—C , alors A—B&C , qui se traduit en « si a partir de A je peux avoir B et a
partir de A je peux avoir C, alors a partir de A je peux avoir B et C (mais pas les deux!) »

Ces deux connecteurs se comportent plutét comme un “et” dans le systeme de preuve de la logique
linéaire, mais font apparaitre son ambigiiité quand on I'utilise pour parler de ressources.

2Le systéme complet des régles de la logique linéaire est disponible en annexe.
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Le « plus », ®

A®B selit« A ou B, sans avoir le choix ». La encore on peut lillustrer par une regle : si A—C
et B—C, alors A® B— C. La derniére implication “attend” un A ou un B, sans savoir lequel
des deux sera fourni, pour le transformer en C.

Le « par », %

Le connecteur 7 est le plus difficile a décrire. Son rapport avec 'implication linéaire va un peu
nous aider : en réalité, I'implication linéaire n’est pas un connecteur “primitif”. On le définit
justement a 'aide du 7%, en posant A—B := ~A7 B. Vu sous cet angle, on peut écrire que
A®B=~A—B = ~B—A, Cest a dire un systéme composé de A et de B qui attend un anti-A
ou un anti-B pour interagir avec et renvoyer B ou A selon le cas.

@ et ¥ sont deux formes de “ou” si I'on considére les regles qui leur sont associées dans le systéme
logique, mais sont trés différents du point de vue opérationnel.

Le menu et la solution

Pour illustrer cette introduction, faisons marcher ces intuitions sur deux exemples. On va décrire
avec le langage de la logique linéaire des situations mettant en jeu des transformations.

Le menu :
Un restaurant japonais propose le menu suivant :

Menu B4, 11 € :

o Sushis de thon ou de saumon (selon le marché)
o Biére ou thé vert

¢ Riz a volonté

On peut décrire ce menu dans le langage de la logique linéaire de la facon suivante :
(11€) — (Thon & Saumon) ® (Biére &Thé) ® 'Riz

Le restaurant est donc vu comme un moyen de transformer 11€ en un menu, qui contient a la fois
(connecteur ®) un plat, une boisson et du riz; le plat présentant un choix qui n’est pas fait par le
client (connecteur @), au contraire de la boisson (connecteur &) et le riz est a volonté (modalité !).

La solution :

Lors d’une expérience de chimie, on dispose d’une solution contenant une mole de A et une mole
de B, et dans un récipient différent d'une mole d’un produit ~A qui précipite en présence de A. De
plus, on sait qu'une mole de B change de couleur en présence d’une mole de C pour devenir B,
altérant la mole de C au passage, qui devient une mole de C’.

(précisons que le systéme qui nous intéresse est bien la solution et les composés dissous, en particulier
tout ce qui est solide et déposé au fond du récipient —par exemple le résultat d’un précipitation— est
considéré comme “hors du systéme”)

La solution correspond & un par : A7 B. Le fait que A et ~A précipitent se traduit par
(A®B)® ~A — B
et le changement de couleur de B par B® C — B’ % C’. En mettant tout ensemble on obtient :

(A®B)® ~A®C — B'RC’

qui décrit I'expérience en cours.

11



Cet exemple illustre bien l'idée évoquée plus haut pour le connecteur % : on a a disposition les
deux solutés, mais mélangés dans le méme récipient. C’est toute la différence avec A® B qui serait
A et B dans deux récipients séparés. Ainsi on peut lire la formule X ® Y — X B Y comme « mélanger
une mole de A et une mole de B donne une solution de A et B »°.

Avec le 7, on doit faire un choix : pour récupérer uniquement du B, il faut faire précipiter A avec
une mole de ~A.

3Pour les logiciens : on est face a une interprétation “chimique” de la régle du Mix.
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4 Les espaces cohérents

On va introduire dans cette section les espaces cohérents sous une forme qui nous permettra de
passer naturellement a leur version quantifiée.

4.1 La polarité

Les espaces cohérents sont nés de I'étude de la sémantique du A-calcul. *

Sans entrer dans les détails, I'idée est de construire une interprétation des preuves (de la logique
intuitionniste au départ, puis de la logique linéaire) afin de mieux comprendre leur fonctionnement.

Ainsi, & chaque formule A, on associe un espace cohérent [A] contenant des éléments qui vont
correspondre a des “preuves partielles®” de A en logique linéaire, identifiant au passage les preuves
équivalentes (au sens de I’élimination des coupures).

Par exemple, 'espace cohérent [~A] est formé d’éléments correspondant & des “preuves partielles”
de ~A, l'espace cohérent [A® B] est formé d’éléments correspondant & “une preuve partielle de A
et une preuve partielle de B mises ensemble”.

Dans les espaces cohérents la décomposition
A=>B ~ |A—B

dont on a parlé plus haut apparait naturellement.

La définition initiale des espaces cohérents manipule des graphes et des sous-graphes connexes
(appelés cliques) de ces graphes. Il existe une définition alternative en termes de polarité :

Définition : polarité
Soit |A| un ensemble quelconque (qu'on appellera trame). On dit que deux parties x et y de |A|
sont polaires si
#|xNy| <1, ce quon notera x 4 y

Si A est un ensemble de parties de |A|, on pourra parler du polaire de A :

~A :={b|VaeA,bla}

Remarque : pour comprendre d’olt vient cette définition, il faut regarder une autre facon d’écrire la
négation linéaire : ~A ~ A — 1, que Uon interpréte par U'ensemble des fonctions (linéaires) de A dans
1, Uespace cohérent a un seul élément. Tout élément “y” du polaire de A définit une telle fonction en
associant U'ensemble vide ou le singleton contenant l'unique élément de L a tout x dans A selon que x
et “y” ont un élément commun ou non.

Définition : espace cohérent
Un espace cohérent (EC) de trame |A| est un sous-ensemble A de Z(]A|) qui est égal a son
bipolaire, i.e., tel que A=~~A.

Remarque : en logique linéaire, la négation retrouve son statut involutif, tout comme —-—A = A en
logique classique (mais pas en logique intuitionniste), on a ~~A = A. Evidemment, cette propriété

“4Dans les années 60, D. Scott avait construit le premier exemple de catégorie cartésienne fermée différent de la catégorie
des ensembles, les domaines de Scott. Les espaces cohérents sont au départ une simplification due a J.-Y. Girard des domaines
de Scott, lesquels peuvent devenir assez rapidement illisibles si on essaie de faire marcher les définitions concrétement.
Cette simplification est due a la notion de stabilité, dont 'emploi a été suggéré par une vision plutdt catégorique, alors que
lintuition des domaines Scott est plutdt topologique.

5Si on ne prenait que de “vraies” preuves, quand A est prouvable on devrait avoir [non-A] vide, et le modéle ne pourrait
pas fonctionner.
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prend un sens trés différent ici, puisqu’elle dit essentiellement qu’un “anti-anti-A” est la méme chose
que A.

C’est pour cette raison que l'on demande aux espaces cohérents, qui interprétent la logique linéaire,
d’étre égaux a leur bipolaire.

Lintérét de cette présentation par rapport a la version “graphes” est qu’elle est plus interactive et
nécessite moins de notions ensemblistes, elle va ainsi pouvoir s’exporter plus facilement. On peut

illustrer cette remarque en reformulant, au moins pour le cas fini, ces notions en termes de matrices
et de traces. Cela constituera un premier pas vers le monde quantique, ou il est plutdét question
d’espaces vectoriels et de matrices que d’ensembles et de graphes.

Définition : matrice représentant un sous-ensemble
Si |Al = {a;,a,,...,a,} est une trame (finie) et x C |A| on associe a x la matrice diagonale M,
suivante :
€

€
ol ¢; vaut 1 si a; €x et vaut O sinon.

On a alors les propriétés :
e Le cardinal de x est égal a la trace de M,.
« Lintersection de x et y correspond a la matrice M, = M, M,

La conséquence de ceci est qu’on peut exprimer la polarité sans faire appel aux notions de cardinalité
et d’intersection :
Définition alternative de la polarité :

x L Yy si et seulement si Tr(M,M,) <1.

Exemple : sur une trame |A|, l'ensemble B des singletons de A est un espace cohérent.
En effet, ~ B\, contient tous les sous-ensembles de |A|. Et le polaire de ~ By est exactement 'ensemble
des singletons. Cet exemple est détaillé en 8.3.

Cette vision matricielle des espaces cohérents et de la polarité va nous permettre d’introduire une
notion de probabilité, qui est une premiere forme d’indétermination, pas encore quantique.

4.2 Espaces cohérents probabilistes

L'idée des espaces cohérents probabilistes est de remplacer les sous-ensembles de la trame par des
lois de probabilités.
Ce point de vue se représente également trés bien en termes de matrices :

Définition : matrice représentant un sous-ensemble probabiliste
Si |Al = {ay,a,,...,a,} est une trame (finie) et x un sous-ensemble “probabiliste” (décrit par
la probabilité que q; € x) de |A| , on associe la matrice diagonale M, suivante :

Ay
Ay
ou A; vaut p(a; € x) .
An

La trace de M, devient alors 'espérance du cardinal de x et celle de M, M, 'espérance du cardinal
de “x Ny ”.On définit la polarité de la méme facon que précédemment :
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Définition : polarité des espaces cohérents probabilistes
x L Yy si et seulement si Tr(M,M,) <1.
On peut définir ainsi les espaces cohérents probabilistes.

Définition : espace cohérent probabiliste

Un espace cohérent probabiliste (ECP) de trame |A| est un sous-ensemble probabiliste A de |A|
qui est égal a son bipolaire.

Exemple : sur une trame |A| donnée, l'ensemble B, des sous-ensembles probabilistes dont le cardinal a
une espérance inférieure ou égale a 1 est un ECP En termes matriciels, il s’agit simplement des matrices
diagonales a coefficients dans [0, 1] et de trace inférieure ou égale a 1. Cet exemple est également détaillé
en 8.3.
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5 Meécanique Quantique

Plut6t que de décrire le fonctionnement de la mécanique quantique, nous définirons ici les objets
quelle met en jeu, les espaces cohérents ne permettant pas d’adopter un point de vue dynamique.
Ainsi, les notions d’évolution temporelle et donc d’équation de Schrodinger ne seront pas traitées.
En revanche, ils décrivent des processus. En ce sens, on se retrouve assez proche de I'information
quantique.

Nous parlerons en revanche d’intrication, de spin, et de transformations sur les états, qui sont des
notions indispensables en information quantique. De plus, nous évoquerons certains isomorphismes
sur des espaces de spins susceptibles d’admettre un analogue en logique linéaire, dans le cadre des
espaces cohérents.

5.1 Principes
5.1.1 Espaces de Hilbert, états quantiques

Revenons tout d’abord a la mécanique classique. L'état d’'un systéme, par exemple un point matériel,
est décrit par la donnée de deux grandeurs mesurables : la position q et 'impulsion p. Ces données
peuvent avoir différentes valeurs dans un cadre général mais I'état d'un systéme fixe cette valeur.

En mécanique quantique, on parle de superposition d’états. Si un systeme S peut étre dans un état
e; ou un état e, alors I'état ae; + fe, existe et décrit la possibilité, mais ne s’y réduit pas, d’étre
dans I’état e; avec probabilité |a|? ou dans I'état e, avec probabilité |3|2. En mécanique classique,

on n’imagine pas un électron se trouvant a différentes positions a la fois.

Donnons un exemple. L'électron a pour spin % C’est-a-dire qu’en plus de son moment cinétique

“classique” (le fait qu’il tourne autour d’un proton par exemple), il dispose d’un moment cinétique

intrinséque (le spin) qui peut valoir % ou —%. L'électron peut donc se trouver dans I'état “spin = %”

l”
1 il
. i
dans un état [+) + 5|-).

noté |+), ou “spin = —=”, noté |-). La mécanique quantique nous dit qu’il peut également se trouver

Ce principe, appelé principe de superposition, requiert que les états d’un systéme soient décrits par
des vecteurs. C’est pourquoi on utilise des espaces vectoriels, et plus précisément des espaces de
Hilbert.

L'état d’un systéme est donc la donnée d’un espace de Hilbert H et d’un vecteur de norme égale a 1,
la norme considérée étant celle associée au produit scalaire hermitien.

Dans le cas du spin %, on a H = Vect(|+),]|-)).

Remarque : Uétat d’un systéeme est défini a une phase globale prés, c’est-a-dire que si |\p) décrit un état
E et que 8 est un réel, Uétat décrit par e'®|\p) est également E. Ceci apparaitra plus clairement lors de
la discussion sur la notion de mesure.

5.1.2 Notations

e On note |¢) les vecteurs de H, ol ¢ est “I'étiquette” de I'état.

e Le produit scalaire hermitien de deux vecteurs |\), |¢) est noté (P|¢p). Par convention, il est
linéaire a droite (et donc antilinéaire a gauche).

« La forme linéaire sur H : |\{) — ($[) est notée (¢|.

De cette facon, on peut mettre toutes les applications linéaires sous la forme d’une somme de | )(\)|.

En particulier, la projection sur la droite C|{) s’écrit |[{){(|. (Avec [\s) de norme 1.)

X d in =, av 5 i ici
Donnons quelque exemples d’opérateurs pour le spin ;, avec leurs représentations matricielle dans

la base |+),|-).
0 0
0 1

La projection |-)-| a pour matrice :
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Lopérateur |+)-|, qui, a |-), associe |+), est représenté par la matrice :

0 1
0 0
Lopérateur de Hadamard H est défini par H|+) := %(H) +1-)) et H|-):= %(h) —1-)), s’écrit :

H=J (1ol + 1)+ 1)) = 1))

1 (11
21 -1

Cet opérateur appartient a la base universelle des opérateurs servant a décrire toutes les portes
quantiques. Utilisé avec une porte control-NOT, il sert a créer de l'intrication.

et a pour matrice :

Le control-NOT (ou CNOT) est 'opérateur agissant sur deux spins H ® H tel que le deuxiéme
éléctron passe de |+) & |-) et vice versa si et seulement si le premier est dans I’état |+). Autrement
dit,

[+, +) = [+,-)

[+, =) = |+, +)

l-+) = -, +)

l-,-) = 1-,-)

ce qui se représente par la matrice :

CNOT :

[eNeN o]
[eNeNe
o= OO
= O O O

5.1.3 Observables et mesure

On veut pouvoir modéliser le processus de mesure sur un systéme, par exemple, connaitre le spin
d’un électron. Rappelons que si 'électron est dans I'état a|+)+f|-), son spin est +% avec probabilité

|a|* ou —3 avec probabilité |B|>.
Le processus de mesure revient a projeter I'état de I’électron sur |+) ou |-) en fonction du résultat
de la mesure, en renormalisant (car tous les vecteurs d’état ont pour norme 1).

1 1 O

écrite dans la base (|+), |-)). Cette matrice a pour valeurs propres % et —% et pour vecteurs propres
|+) et]-).

Mesurer le spin d’un électron revient donc a projeter I’état de I’électron sur un sous-espace propre
de la matrice et la valeur obtenue est la valeur propre associé a cet espace. S est la matrice (on parle
d’observable) associée au spin.

Soit

Plus généralement, on appelle observable tout opérateur autoadjoint O de H. Ces opérateurs sont
orthogonalement diagonalisables et ont des valeurs propres réelles. Chaque grandeur mesurable du
systéme correspond a une observable. Les mesures possibles sont les valeurs propres de O.

Supposons que I'on dispose d’un systeme dans I’état |1) et que O admette pour valeur propre A
associée au projecteur orthogonal P, , la probabilité que la mesure de O donne A est p; = (Y|P | Y).
Si P, se met sous la forme |\, ), |, on a p;, = |(\, [P)[2.
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. . \ \ . \ . P
La mesure agit alors ainsi sur le systéme : aprés mesure, I'état du systeme est donné par %.
A

Remarquons que la mesure est un processus fondamentalement non linéaire.

Par ailleurs, I'indépendance vis-a-vis de la phase globale s’explique ici. En effet, ce qui nous interesse
dans les états quantiques est leur interaction avec l'expérimentateur via la mesure. Or, p, est
indépendant de la phase globale de I'état. Autrement dit, si deux vecteurs sont colinéaires, leur
interaction avec le systtme de mesure est la méme. L'expérimentateur “voit” la méme chose, les
états décrits sont indifférentiables.

5.1.4 Couplage et produit tensoriel

Nous avions un électron, supposons qu’a présent nous disposons également d’un photon, de spin 1.
Le spin du photon peut valoir —1, 0, ou 1, états décrit respectivement par | — 1), |0), et |1). Ce
nouveau systeme (a deux particules donc) requiert un nouvel espace de Hilbert.

Voyons quels sont les éléments de base qui décrivent ’état du systeme. On désigne par e ce qui est
relatif a 'électron, et par p au photon. On dispose des états décrits par |e: - ,p: —1),|e:-,p:0),
le:-,p:1),le:+,p:—1),|le: +,p:0),et|e: +,p:1). Ces vecteurs forment une base pour le
nouvel espace de Hilbert. Cet espace est le produit tensoriel de 'espace relatif a I’électron et de celui
relatif au photon : H=H, ® H), avec |e : a,p : b) =|a) ® |D).

Dans le cas général, si un systéeme S; est décrit par H; et un systéme S, est décrit par H,, alors I'état
du systéme S = S; U S, est décrit par les vecteurs de H; ® H,.

Il y a deux types de vecteurs dans cet espace : les vecteurs dits séparables, qui peuvent se mettre sous
la forme |¢) ® |1p), et les autres dits intriqués. Remarquons qu’a partir d’un état séparable, décrit
par un vecteur |x) = |¢) ® |\), on peut retrouver toute 'information sur 'état d’un sous-systéme.
En effet, pour tout opérateur A de H,, on a (y|(Id ® A)|x) = (P|A[ ). On peut donc retrouver |) a
partir de |x) a une phase globale preés.

Lintrication, ou l'existence d’états intriqués, revét une importance fondamentale en mécanique
quantique. En effet, deux systemes intriqués ne peuvent évoluer indépendamment 'un de l'autre,
et ce méme s’ils sont séparés spatialement, c’est-a-dire s’ils ne sont plus couplés par des interactions
fondamentales car a trop grande distance 'un de l'autre. C’est de la que sont nées les théories de
I'information et de la cryptographie quantique.

5.1.5 Notions de trace partielle et d’opérateur de densité

A présent, nous pouvons faire une remarque quant a I’état de 1’électron. Ce dernier ne vit pas seul, il
est couplé a son environnement. Le systéme a considérer n’est donc pas simplement 1’électron seul,
mais 1’électron évoluant dans son environnement. Autrement dit, ’état du systéme est décrit par un
vecteur |y) du produit tensoriel H,,, ® H,, ot H,,,, est 'espace de Hilbert relatif a 'environnement.

Cependant, c’est a I’électron que I'on s’intéresse et non a la partie compliquée de |y) appartenant
a H,,,. LUinformation que l'on obtient est donnée par les mesures que l'on peut effectuer. Soit
O € ¥(H,) une observable pour I’électron. L'opérateur I ® O admet les mémes valeurs propres que
O. Et, si |v) est un vecteur propre de O, alors |*) @ |v) est un vecteur propre de I ® O. L'observable
I®O0 est donc liée a la mesure de O. On voudrait avoir un vecteur |) tel que (Y|O|P) = (x|IdQO|y)
quelle que soit 'observable O. Malheureusement, dans le cas général, un tel vecteur n’existe pas.
En revanche, il existe une matrice p vérifiant Tr(Op) = Tr((I ® O)|xXx|) = (x|(I ® O)|x) pour tout
O. Cette matrice est appelée matrice de densité associée a |y). Elle est entierement définie par sa
propriété sur les observables.

Voyons quelques propriétés sur les matrices de densité.

Tout d’abord, si |y) = |¢) ® |P) est un état séparable, alors p = |P){(p|. Ceci nous permettra de
reformuler rapidement les principes de la mécanique quantique en termes d’opérateurs de densité.
Par ailleurs, on appelle état pur un état décrit par une matrice de densité pouvant se mettre sous la

forme [)(1p].
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Un opérateur de densité est positif et de trace 1. En effet, pour tout opérateur positif p, on a
Tr(pp) = (x|I®ply) = 0 puisque I®p est également positif. De plus, Tr(p) = Tr(pl) = (y|I®I|y) =
(xlx)=1.

Enfin, 'opération de trace partielle |x) — p peut étre définie sur les opérateurs de densité de H; ® H,
par p € ¥Y(H, ® H,) — p € ¥(H,), ou p est 'unique opérateur tel que pour toute observable A,
Tr(Ap) =Tr((I ® A)p).

Définition 5.1 : Opérateurs purs

On appelle opérateur pur tout opérateur de densité se mettant sous la forme |){1p|. C’est donc
une projection de rang 1.
On appelle opérateur mixte tout opérateur de densité qui n’est pas pur.

5.1.6 Reformulation des principes en termes d’opérateurs de densité

Probabilité de mesurer A et état aprés mesure

Au niveau de la mesure, p, est maintenant donné par Tr(P;p) ( qui vaut (x|I ® P, |x)). De plus,
aprés mesure, on obtient un nouvel état p’ = P‘;’—Px.
A

)y = %. (L’égalité des probabilités est donnée par définition.)
A

Donc p’ est 'unique opérateur tel que pour toute observable A,

En effet, le nouvel état est |y’

Tr(Ap) = I ®AlX) =—-xIT®P)I®AI®P)Ix)

1
P
= (I ®(PAP)Iy) = - Tr(PAP,p)
= piTT(APxPPx)

A

P, pP;,
P

On a bien p’ =

Etats séparables

Il reste a définir ce que sont les états séparables en termes d’opérateurs de densité quand on couple
deux systémes. Soient S;, S, les deux systémes que 'on couple et S, leur environnement. Un état
séparable de S = S; U S, sécrit |\{) ® |$p). Un état de S, U S, pour lequel la partie relative a S est
séparable se note Y, oly;) ® ([;) ® |$;)). La trace partielle de ce vecteur est Y |o;[*[V; }(;] ®
|d;}d;]. Un état séparable est donc un opérateur appartenant a I'enveloppe convexe de 'ensemble
{p1 ® p,} ol p; est un opérateur de densité de H;.

En effet, les Zi lo; |2 [ Y(W; | ® |, )d;| forment 'enveloppe convexe des [Pp) | ® [¢p)|. Or, tout
opérateur de densité p, se met sous la forme p; = Y. ¢;[\;)(;| avec t; > 0, D..t; = 1 et donc
l'opérateur

P1®pr= D it )| ® ¢
i,j
est dans I'enveloppe convexe des [} ]| ® |d ).

5.1.7 Tansformations admissibles, superopérateurs

Bien entendu, au méme titre qu’en mécanique classique ’état d’un systéme (p,q) est une fonction
du temps, les opérateurs de densité p évoluent. Plutot que décrire leur évolution temporelle, donnée
par 'équation de Schrodinger, on va s’intéresser a la forme générale des transformations admises
par ces opérateurs.
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Tout d’abord, en passant outre le phénoméne de mesure, 'évolution des systémes est linéaire, on va
donc se limiter aux transformations linéaires F de £ (H).

De plus, un opérateur de densité doit rester un opérateur de densité, ce qui nous donne deux
conditions supplémentaires. Si p est positif, alors F(p) 'est également. De plus, si Tr(p) = 1 alors

Tr(F(p)=1.
N’oublions par que p et F(p) sont des traces partielles. Autrement dit, il existe x et x’ positifs de
trace 1 tel que pour tout A, Tr(Ap) = Tr(I ® Ax) et Tr(AF(p)) = Tr(I ® Ax’). Or,

Tr (AF(p)) = Tr (F'(A)p) = Tr (I ® F'(A)x) = Tr ((Id ® F)'(I ® A)x)

Tr (I®Ax") =Tr (I ®A)((Id ® F)(x)))

On impose de plus que pour tout espace H’, l'application Idy ® F stabilise également 'ensemble
des opérateurs de densité de H' ® H. De cette fagon, quand on couple le systéme & un autre sytéme,
on conserve une évolution qui envoie les positifs vers les positifs.

On appelle ces applications des applications superpositives ou superopérateurs.

5.1.8 Principe de non-clonage

Insistons sur le fait qu’en mécanique quantique, on ne peut pas “copier "d’états.

En effet, si on dispose d’'un état p, il n’existe aucune transformation quantique qui envoie p sur
p ®p, tout simplement car cette application n’est pas linéaire, et ne peut pas dépendre d’'une mesure
puisqu’elle n’implique aucune perte d’information.

Autrement dit, lorqu’on dispose d’une transformation sur les états, on ne peut pas “récupérer” I'état
de départ avec le résultat, car cela signifierait de factoriser la transformation par une transformation

dutypep —p ®p.

5.2 Intrication

Il existe un lien entre lintrication et les superopérateurs, que ce soit en logique ou en algébre
linéaire. En effet, I'existence d’états intriqués est équivalente a I'existence d’applications positives
(qui stabilisent 'ensemble des matrices positives) qui ne sont pas des superopérateurs.

L'exemple type de ces applications est la transposition. C’est grace a elle qu’on peut détecter si un
état est intriqué. Cependant, elle ne suffit pas a caractériser l'intrication. On verra pourtant plus tard
qu’elle permet de voir si une application positive est superpositive ou non.

Avant de poursuivre, rappelons que £ (H;) ® £(H,) est canoniquement isomorphe a £ (H; ® H,)
par l'application linéaire qui, a p; ® p, associe 'opérateur :

) ® [v) = (p1]u)) ® (p2|V)).
De plus, rappelons quelques notations.

Définition 5.2 : O

n
appelle norme d’opérateur et on note || ||, la norme sur les opérateurs associé au produit scalaire
sur les opérateurs, c’est-a-dire que pour tout U € 52, ||U |I§ =Tr(U*U).

On appelle norme triple et on note ||| ‘||| la norme sur les opérateurs associée au produit scalaire sur
les vecteurs, c’est-a-dire que pour tout U € 54, ,

(Ux|Ux)

x
IU]|* = max {W

| x) # O}
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5.2.1 Critere d’Horodecki

On se donne deux espaces de Hilbert H; et H, et on forme leur produit tensoriel H = H; ® H,. On
cherche a caractériser les états séparables de H. Pour cela, on dispose du critére d’'Horodecki.

Théoreme 1 : critére d’Horodecki

Soit p un opérateur de densité de H. L'état p est séparable si et seulement si pour toute
application positive A :  Z(H,) — £(H;), l'opérateur (Idgy,) ® A)(p) € £(H, ® Hy)
est positif.

On ne fera pas la démonstration du critere d’'Horodecki dans le cadre de ce mémoire mais son
énoncé permet de voir le lien entre superopérateur et intrication.

Supposons qu’on ait un état intriqué p. Alors il existe une application positive A telle que (Id ® A)(p)
ne soit pas positif. Autrement dit, A n’est pas un superopérateur.

Maintenant, supposons qu'’il existe A de £(H,) dans £ (H;) positive mais non superpositive. Cela
signifie qu’il existe H' tel que Id;s ® A ne soit pas positif. Autrement dit, il existe p € £(H' ® H,) et
p € ¥Y(H' ® H,) deux opérateurs positifs tels que Tr (Id ® A) (p)p) < 0. p se met sous la forme :

p= in,j ® |e; el
)
ou les |e;) forment une base orthonormée de H,. On pose f : ¥(H,) — %(H') telle que

f(|ei>(ej|) =Xij-

Lapplication y — Tr (p( felI dg(Hz))y) est une forme linéaire, positive sur les positifs. En effet,
l'opérateur p étant positif, application f est superpositive (cf commentaires en 10, p est égale a
Popérateur yp défini dans cette section). En particulier, f ® Id¢(y,) est positive. Donc pour tout y
positif, (f ® Idgx,))(y) est positif, et comme p 'est également, Tr(p(f ® Idg(x,))y) = 0.

On en déduit qu'il existe p’ € ¥(H; ® H,) positif tel que Tr(p’'y) = Tr (p(f ®IdH2)y). En
particulier pour y = (Idy, ® A" (Zi,j le;)e;j| ® |el-)(ej|), cela donne :
Tr(p'y)=Tr((Id ® A)(D’)Z le:)e;| ® le;)e; 1)
Or, .
Tr(p'y) = Tr(p(f ® Id)y) = Tr(p(Id ® A") o (f ®Id)(Z le;)e;| ® le;)e;1))
L
Tr(p'y)=Tr(p(Id ® Ap)) = Tr((1d ® A)(p)p) < O

Finalement,
Tr((1d® M) Y lec)es| ® leo)ies| ) = Tr (1d @ A)(p)p) < O
L.J

Comme l'opérateur Zi’j le;)e;] ® |e;)e;| est positif, l'opérateur (Id ® A)(p”) ne I'est pas, et donc p’
n’est pas séparable.

Conclusion : on a un état p’ de H; ® H, non séparable.

On verra plus tard qu’on peut utiliser une adjonction entre applications linéaires sur les opérateurs et
opérateurs pour détecter si une application est superpositive ou non. Avec la remarque précédente,
on peut imaginer détecter la séparabilité grace a la notion de superpositivité, elle-méme détectable
grace a une transposition particuliere. Or, nous allons voir que se limiter a une transposition (et
donc a une base) ne suffit pas.
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5.2.2 Transposition et intrication

On utilise en général la transposition pour détecter si un état est séparable. En effet, cette application
est positive sans étre superpositive. Autrement dit, elle détecte certains états intriqués. Cependant,
la transposée est relative a une base, ce qui lui donne un c6té subjectif.

Soit deux espaces de Hilbert H, et H, ainsi qu'une base orthonormée de H, : (|e;)). La transposition
relative a cette base est I'application linéaire de £ (H, ) telle que T (|e;)(e;|) = |e;)(e;| pour tout couple

(i, ).
Montrons que cette application est positive.
Soit x un opérateur positif et [v) un vecteur de H;. On décompose x en ) x; jle;)e;|. On a :

(v|T(x)|v) le] (vle;){eiv)
Posons |[v) = Zi(vlei).lei) qui est le conjugué de |v) dans la base e;, on a (v]e;) = (e;|v).
(v|T(x)|v) qu (Vle)(e;[v) = (v|x[v) = 0

Donc T(x) est positif, T est une application positive.

Montrons qu’en revanche T n’est pas une application superpositive.

Il faut pour cela que H, soit au moins de dimension 2. On choisit alors |v;) et |v,) deux vecteurs
orthogonaux de norme 1 de H, et on pose :

x = ([v)®ler) + [va) ®les)) ({v1|®(es | + (v2] ®{esl)

Cet opérateur est un projecteur orthogonal, donc positif. Il se récrit :

x = v Xv1|®leg Xeq| + [va)(vi|®lex)e| + [vi {va|®leg Mea| + [va va | ®les)es|

On en déduit :

(Id® T)(x) = |vi)(v1®les Xep| + [vaXv1I®leg Xeal + [vi Xva|®lex)eq | + [va)(va|®]es ) el

Montrons que cet opérateur n’est pas positif. En effet, son action sur |w) = |v,)®|e;) — |v4) ®|e;)
donne :

(Id @ T)(x)Iw) = —|v2)®les) + |v2) ®le;) = —|w)

donc

(wl|(Id ® T)(x)|lw) = —(w|w) <0
Conclusion : T n’est pas superpositive.

Cependant, (Id ® T) transforme certains opérateurs intriqués en opérateurs positifs. En effet, en
posant |f;) = %(lel)+i|ez)) et|fy) = %(|€1> —iley)), ona (f|f;) = 0, ;. Autrement dit, les |f;) sont
orthonormés, on peut donc compléter |f;), |f,) en une base orthonormée tout comme (|e;)). On en
déduit que le projecteur y sur (|v;)®|f;) + |v4) ®|f;)) est intriqué, car on peut refaire les mémes
calculs que pour x en prenant la transposition relative  la base (| fj))

Par contre,

Ifilfal = %(|el><el| +ilesMea| +ilea)(eq| + lea)eal)

et donc

T(1f1(f21) = |f1 (/2]
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On en déduit que (Id ® T)(y) = y et est donc positif. La transposition ne détecte pas I'état intriqué
décrit par y.

Ceci est assez étonnant compte tenu du fait que 'on détecte la superpositivité grace a la transposi-
tion.
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5.3 Exemples

Cette partie donne quelques exemples qui seront utiles pour la suite.

5.3.1 Spin n, symétries

Un spin n est un moment intrinséque qui peut prendre pour valeurs —n,—(n — 1),...,n, ot n est
entier ou demi-entier. On se place donc dans un espace de Hilbert de dimension 2n + 1.

La matrice de spin, diagonale, s’écrit

n—1
n

Les particules ayant un spin entier (les bosons) se comportent de facon symétrique. Par exemple,
si 'on dispose de deux bosons évoluant dans H, et H, = H;, I'état du systéme est invariant sous
la transformation o : |v) ® |[w) — |w) ® |v). Par exemple, pour un systéme a deux bosons, les
états symétriques de base sont : | —1,—1); % (]—1,0)+10,-1)); ‘/%ﬂ —-1,1)+11,-1)); |0,0);
1
(11,00 +10,1)); et |1,1).
En revanche, les particules ayant un spin demi-entier (les fermions) se comportent de fagon
antisymétrique. L'état du systéme est invariant sous la transformation : |v) ® [w) — —|w) ® |v).
Par exemple, un systéme a deux électrons admet pour unique état \%z(lf sy — |+, -)).

En particulier, deux fermions ne peuvent pas étre dans le méme état car la projection de |v) ® |v) sur
le sous espace vectoriel des états antisymétriques est nul. On parle de principe d’exclusion de Pauli.

5.3.2 Symétries et dimension
On va voir qu'’il existe un isomorphisme entre I'espace a n spins % symétrisés et un spin g

Vis a vis des remarques faites plus haut, on peut se demander pourquoi on considére les spins
symétrisés et non anti-symétrisés. Une particule (un systéme) n’est pas décrite entierement par son
spin. En particulier, chaque vecteur décrivant un systéme admet une partie spatiale, |¢), évoluant
dans un espace de Hilbert de dimension infinie. Cette partie spatiale contient 'information quant a
la probabilité que le systeme se trouve dans une position ou une autre.

Létat du systeéme est alors représenté par |$) ® |s), ol |s) est la partie relative au spin. C’est cet état
global qui doit étre antisymétrique et non juste |s). Or, si |¢) est elle-méme antisymétrique, pour que
I’état global le soit également, il faut et il suffit que la partie relative au spin, |s), soit symétrique.
En général, on s’arrange pour confiner les systemes étudiés dans un potentiel imposant a la partie
spatiale d’étre antisymétrique (ce qui revient a avoir des fonctions d’ondes impaires) de facon a ce
que la partie relative au spin soit symétrique.

Espace symétrique

Introduisons tout d’abord I'espace a n spins symétrisés. Soit Hy;, = Vect(|+),|-)), et H, = Hf’ﬁ
I’espace a n spins.

Pour toute permutation o de 1,...,n, on appelle P, I'application linéaire sur H, telle que P;(|v;,...,v,)) =
[Vo(1)s + - - » Vo(n))» @VEC poUr convention [wy,...,w,) = [w;) ®...®|w,). Ces applications vérifient les
propriétés suivantes :

« pour tout couple de permutation ¢,c¢’ : P.Py =P,

e pour toute permutation : P/ =P =P

On pose alors P := % ZU P,. Il apparait immédiatement que P est un projecteur orthogonal. On
appelle H, I'espace sur lequel il projette, H, est un espace de Hilbert pour la restriction du produit
scalaire. C’est 'espace a n spins symétrisés.
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5.3.3 Observable de spin total

Les spins s’additionnent, si bien que 'observable associée au spin total du systéme a n spins est égale
a:

S = ZI®(1 1) ®Sl ,® Igl(/tz i)

ol S, est I'observable associée au spin 1/2.

L'observable de spin total admet n 4 1 valeurs propres : —g, e 2, avec pour espace propre associé
a g — k, le sous-espace vectoriel E; de H, engendré par les vecteurs |e4,...,¢€,), avec g; = % et tels
que 'ensemble {i|e; = —} soit de cardinal k.

Les vecteurs de E; admettent tous la méme projection sur H,. L'observable S restreinte a H; admet
donc n+ 1 vecteurs propres chacun associé a une valeur propre différente de la forme g —k.

Par ailleurs, l’observable Sn/2 associée au spin n/2 admet également n + 1 vecteurs propres associés
aux valeurs propres —7,..., 7.

Lisomorphisme entre H,/, et H; est défini comme étant celui qui envoie le vecteur propre de S,

associé a g — k sur le vecteur propre de S associé a la méme valeur propre.

Remarquons que le fait d’augmenter le nombre de particules dans un systéme revient a passer a la
limite semi-classique. Il y a donc un lien entre le passage a la dimension infinie et le retour a des
notions classiques.

5.3.4 Produit tensoriel de deux spins

On se donne deux spins n et m avec pour espace de Hilbert H,, et H,, et pour observables associées
S, et S,,. On suppose sans nuire a la généralité que n > m. Le systéme formé par les deux spins
admet pour observable de spin total :

S:i= 12n+1 ® Sm + Sn ® 12m+1

Cette observable admet 2(n + m) + 1 valeurs propres, —(n + m),...,n + m associés aux espaces
propres E;, = Vect({li,j) | li| £ n,|j| £ m,i+ j =k}). La valeur propre k a donc pour multiplicité le
cardinal de I'ensemble I :={i | |i| < n, |k —i] < m}.
Montrons que ce cardinal est égal a celuide L, :={l |n—m <1 <n+m,|k| <1}
Comme |k| < n+ m, I'ensemble L, est aussi {l{|max(n —m,|k|) <1 < n+ m}. Autrement dit,
4L, = n+m—(n—-m)+1=2m+1 silk|<n—-m
k n+m-—lk|+1 sinon

Quand a I, ilestégala {i| —n<i<n,k—m<i<k+m},car

k—i|l<me-m<k-i<me-m—-k<-i<m-kek-m<i<k+m.

I, = {ilmax(—n,k —m) < i < min(k + m,n)}
1" cas: k<m—n<0.
Ona:k—m<-netk+m<m<ndonc# =k+m—(—n)+1=n+m-—|k|+ 1.
2%me cas : |k| <n—m.
Ona:k—-m>m—-n—m=-netk+m<n—m+m=ndonc #I, =k+m—(k—m)+1=2m+1.
3%me cag:k>n—m> 0.
Ona:k—m>-m>-netk+m>n—m+m=ndonc#; =n—(k—m)+1=n+m—|k|+1.
Finalement,

4, — 2m+1 silk| <n—m
k™1 n+m—1k|+1 sinon
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Conclusion : #L; = #I; .

n+m
Maintenant, considérons la somme directe EB H;despinsl pourl=n—m,n—m+1,...,n+m

l=n—m

et l'observable sur cet espace S’ = @SZ, somme directe des observables de spin.
1

Lobservable S’ admet pour valeurs propres k = —n—m, —n—m-+1,...,n+m. Lespace propre associé

a k est espace F; engendré par les vecteurs |l : k), ol | réfere au sous-espace H; sur lequel on se

place et k a la valeur propre du spin sur cet espace, et avec, bien entendu, |k| < [. La multiplicité de

k est donc #Ly.

Les espaces E, et F, ont donc la méme dimension, ils sont isomorphes. Finalement, on obtient un
n+m

isomorphisme & entre H, ® H,, et @ H, respectant le spin, c’est-a-dire que si |\{») a pour spin total
l=n—m
n+m

s dans H, ® H,,, ®(|\)) a pour spin s dans & H,.

l=n—m
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6 Du classique au quantique (en quittant la diagonale)

Espaces cohérents quantiques

Il s’agit maintenant d’étendre la construction a des objets quantiques. On a bien préparé le terrain
en présentant tout sous forme de matrices et ce qu’il manque apparait assez clairement : jusqu’'a
maintenant, toutes les matrices que l'on a considérées étaient diagonales, et donc commutaient
toutes deux a deux.

La prochaine étape sera donc, apres les “sous-ensembles probabilistes”, d’étendre la construction a
des “sous-ensembles non-commutatifs” en permettant aux matrices que ’on va considérer d’avoir
des coefficients hors-diagonale. L'idée est la suivante : on va manipuler les sous-ensembles pro-
babilistes de la section précédente, mais dont on a “oublié” dans quelle base ils se diagonalisent.
Cependant, on veut toujours qu'’il existe une version diagonalisée de notre ensemble, et que cette
version diagonalisée corresponde a ce qu'on a vu dans la section 4, i.e., que ses coefficients soient
réels et compris entre O et 1.

La classe de matrices correspondant exactement a cette propriété est celle des hermitiennes positives,
de norme inférieure ou égale a 1. On va partir de cette intuition pour poser les premiéres définitions
concernant les espaces cohérents quantiques.

Définition 6.1 : Trame (quantique)
On appelera trame tout espace de Hilbert de dimension finie.

Définition 6.2 : Polarité
Si |X| est une trame et f, g € #(]X|) —I’ensemble des opérateurs hermitiens de |X|—, on dira
que f et g sont polaires si :

0<Tr(fg)<1,cequelonnotera f L g
Ce qui permet de définir le polaire de X € #(|X|) comme dans le cas classique :

~X :={ye#(X]) | Vx €X, x ety sont polaires}

On peut maintenant donner la définition d’'un espace cohérent quantique, sans surprise :

Définition 6.3 : espace cohérent quantique
On appelle espace cohérent quantique (ECQ) de trame |X| tout sous-ensemble X de s#(|X|) égal
a son bipolaire.
ie., tel que X =~~X

On peut s’arréter un moment pour faire quelques remarques :

o L'aspect “quantique” de la construction apparait clairement vu la section précédente : les opéra-
teurs hermitiens positifs et de trace inférieure a 1 sont une généralisation des opérateurs de densité,
qui servent a représenter I'état d’un systeme quantique.

e On peut avoir I'impression de ne pas étre allés jusqu’au bout de I'analogie avec les espaces
cohérents probabilistes, puisqu’on n’a pas imposé aux opérateurs d’étre de norme au plus 1. Cette
propriété émergera en fait naturellement comme duale de la propriété « trace au plus 1 ». On
laisse donc la polarité faire le travail.

¢ De plus, on n’a pas imposé aux opérateurs d’étre positifs. Comme annoncé dans I'introduction, ce
point fait 'objet d’'une discussion en section 10.

Pour finir, voyons quelques propriétés élémentaires de la polarité (qui ne sont pas vraiment
spécifiques aux ECQ).
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Lemme 6.4 :

1.

aor N

La polarité est décroissante pour I'inclusion : X €Y implique ~Y C ~X .
La bipolarité est donc croissante pour l'inclusion.

La polarité échange union et intersection : ~(XUY)=~XN ~Y .

Pour tout X , X C~~X .

Pour tout X , ~X estun ECQ: ~~~X =~X.

Preuve : Montrons 5., les autres dérivant directement de la définition.

«

~ 7 est décroissante pour l'inclusion. De plus, X S~~ X donc ~(~~X) € ~ X. Comme

~X C ~~(~X),onabien ~~~X =~X. *

Corollaire 6.5 : ECQ engendré
| Pout tout X C #(]X|), ~~X est le plus petit ECQ contenant X.

Preuve : D’apres le lemme ~~X = ~(~X) est un ECQ. Si Z est un ECQ contenant X on a :
X C Z et donc par croissance de la polarité ~~X C~~Z =17 . *
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7 Propriétés des ECQ

7.1 Polarité et géométrie : le théoréme du Bipolaire

Jusqu’a maintenant, on n’a pas vraiment utilisé le nouveau cadre mathématique dans lequel on s’est
placé : toutes les propriétés de la polarité et des espaces cohérents qu'on a vues pour le moment
sont valables dans le cas classique.

Le théoreme du Bipolaire va remédier a cela. Sa démonstration dépend de maniére essentielle du
théoreme de Hahn-Banach (dans sa forme géométrique), qui est un théoréme d’analyse des espaces
de Banach (de Hilbert dans notre cas).

Théoréme du Bipolaire :
X C #(|X]) est un ECQ si et seulement si :
1. X est non-vide.
2. X est convexe et fermé.
3. SiN.x € X, alors —x € X.
4. Six,yeX, A,u>0et Ax+py €X alors Ax €X.

Preuve : (on notera (x | y) pour Tr(xy) tout au long de la preuve)
On commence par supposer que X est égal a son bipolaire.

1. Tout ensemble de la forme ~Y contient 0, donc X =~~X est non vide.

2. Tout ensemble de la forme ~Y est une intersection de fermés (préimages de [0, 1] par
les (. | x) pour x € Y, continues) et est convexe par linéarité de (. | .).

3. SiN.x € X, pour tout y e~X on a : (N.x Al,y) € [0,1],donc (x| y)=(—-x|y)=0et
—x eE~~X =X.

4, Soient x,y €e~~X et A,y >0telsque Ax+py eX.Size~Xona(Ax+py|2z) <1,
(x]2z)=>0et(y]|z)=0,cequiimpose (Ax|z)<1.DoncAx e~~X =X.

Supposons maintenant les propriétés 1-4 vérifiées pour X.

Soit I := {x € X | Nx € X}. I forme un sous-espace vectoriel de ##(|X|), on peut donc
considérer I (pour le produit scalaire défini par la trace).

On pose, de plus X’ :=X NI+,
Commengons par montrer que X’ est compact : raisonnons par 'absurde et supposons qu’il
existe (x,) une suite dans X’ telle que (x, | x,,) — 0o0. On pose z, := ——2— et, comme

v G lx)

(2, | 2,) = 1, quite & en extraire une sous-suite, la suite z, converge vers z € 72(|X|).

Montrons que pour tout m € N, 'opérateur mz appartient a X.
Considerons pour cela la suite mz,, qui converge vers mz.
On a mz,, = ——=—=x,,. Or, la suite (x, | x,) diverge. Donc a partir d’'un certain rang, ——=

v Gealxi) v/ (xalxy)

est compris entre O et 1. On en déduit par convexité de X, qu’a partir d’un certain rang, la suite
mz,, est a valeurs dans X. Par fermeture de X, sa limite appartient a X.
On a donc pour tout m € N, mz € X. Autrement dit, z €I .

De plus, z, € I'* et (z, | z,) = 1 pour tout n. Donc on a également z € I et (z | z) = 1. Ce qui
est absurde puisque I NI+ = {0}.

X’ est donc fermé (intersection de deux fermés) et borné, il est compact.
De plus, X € X’ +1 car si on décompose x € X sur I,I* on obtient : x = x; + x;.. Par 3.,

—x; €I CX.
On en déduit que %XIL = %x + %(—xl) appartient a X par convexité. De plus, on a :
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2(%x1i) +x;=xeX

D’apres 4., on a x;. = 2(%)@) € X. Enfin, x;. € I+, donc x;. appartient 4 X’. On a bien
XCX'+1.

On sait déja que X € ~~X, montrons maintenant que le complémentaire de X est inclus dans
celui de (~~X):

Soit y & X. Le théoréme de Hahn-Banach fournit un z tel que (z | y) <O et (z|X) > 0. En
particulier (z | I) > 0 et donc (I est un espace vectoriel) (z | I) = {0}.

Donc (z | X) = (z | X’) car on a montré que X C X'+ T et(z|I)=0, (z|X) est donc borné

2
par un certain M car X’ est compact. On pose alors 2’ := R (' | X)€[0,1], donc 2’ e~X.

Comme (2’ | y) <0, 2’/ y et donc y g~~X. *

On passe ainsi d’'une caractérisation interactive des ECQ —des sous-ensembles de s2(|X|) qui se
comportent bien vis-a-vis de leur polaire— a une caractérisation purement géométrique.

7.2 Applications linéaires et produit tensoriel

Dans ce qui suit, on va décrire I'isomorphisme qui permet d’identifier les applications linéaires de
%(H,) dans £(H,) et les opérateurs de H; ® H,. Cela permettra de voir 'ECQ X —Y a la fois
comme « les applications linéaires de X dans Y » et comme ~X %Y.
Lemme 7.1 : ¥(H;,H,) ~ H, ® H}
Si H, et H, sont des espaces de Hilbert de dimension finie, on peut identifier “canoniquement”
(sans faire référence a une base) 'espace des applications linéaires de H; dans H, et H, ® H;

Preuve : 'application définie sur les tenseurs purs par |x) ® (y| — |x){y| est un isomorphisme
quand la dimension est finie : il suffit de le vérifier sur une base de H; et sa base duale. *

Théoréme 2 : ¥(H,) — ¥ (H,)°~ ¥(H, ® H,)
Si H, et H, sont des espaces de Hilbert de dimensions finies, 'espace des applications linéaires
de ¥(H,) dans ¥ (H,) est isomorphe a celui des opérateurs de H; ® H,

Si F e ¥Y(H,) — %(H,), on notera 8y lopérateur de H, ® H, correspondant.
Inversement, si x € ¥£(H, ® H,) , on notera [x] son image par U'isomorphisme.

Preuve : le lemme 7.1 permet de reformuler le théoréme : on a
%(H,)—> %(H,) ~ £(H, ®H},H,®H}) ~ H,® H; ® (H; ® H})* ~ H, ® H; ® H} ® H,
t
%(H,®H,) ~ H,®H, ®(H?®H2)* ~ H, ® H, ® H} ® H;}
On est donc ramené a la commutativité (a isomorphisme pres) du produit tensoriel. *

La propriété suivante nous sera tres utile, car elle relie la trace et 'isomorphisme. On aurait d’ailleurs
pu directement définir 'isomorphisme a partir d’elle.

SPpour alléger les notations, on notera souvent E — F 'espace des applications linéaires de E vers F. Plus généralement, si
A C E et B C F sont des sous-ensembles quelconques de E et F, A — B désignera I'ensemble des applications linéaires ¢ de
E vers F telles que ¢(A) € B.
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Proposition 7.2 :
Sous les hypotheses du théoréme précédent on a, pour tout ¢ € £(H; @ H,) :

Pour tous x € Z(Hy) ety € £(H,), Tr (¢ (x®y)) =Tr ([¢](x) y)

Preuve : du point de vue de I'identification du lemme 7.1, la trace est I'application linéaire de
H,; ® H; dans C dont la valeur sur les tenseurs purs est donnée par |x) ® (y| — (x|y).

Prenons maintenant ¢ = [u ® v){u' @ v'| , x = |[w)(w’| et y = |z){z’|.

Tr (¢ (x®y)) = Tr(ju®@ v){Ww)(V'[2)(w ®2'|) = (u'|w){(v'|z).(w'u) (z']v)
Comme [¢] =v)® (V|®@ W |®u), [¢](x)=|v)® (V[.(u|w).(w'|u) , on obtient
Tr ([¢]()y) = &W).0]z). (W |w).(w|u) = Tr (¢ (x ® y))

Comme la relation est linéaire en u,u’,v,v’,2... et comme les endomorphismes de rang 1
engendrent tous les endomorphismes, on a le résultat. *

Enfin, on vérifie que 'isomorphisme est bien compatible avec les opérateurs hermitiens, dans le sens
suivant :

Corollaire 7.3 : 5 (H,) —» #(H,) ~ #(H, ® H,)

Toujours sous les mémes hypotheses, F € ¥ (H,) —» ¥ (H,) préserve les hermitiens si et
seulement si 6, est hermitien.

On en déduit que 'on a un isomorphisme entre ##(H;) — 5 (H,) et #(H,; ® H,).

Preuve : D’apres 7.2,

Tr (([616) ¥) = Tr ([61) y") = Tr(o (x @ y ) =Tr(o' (x" @ y)) = Tr ([$71(x") )
Donc, ceci valant pour tout y, ([¢](x))" = [¢T](x). (m)

On en déduit que si O, est hermitien, pour tout x € #(H;) , ([¢1(x))" = [¢T1(x") = [$](x).
C’est a dire [¢](x) hermitien.

Donc [.] envoie (injectivement ) 5#(H; ® H,) dans 5¢(H;) — 5 (H,).

Réciproquement, si F (s (H,)) € #(H,), alors F vérifie pour tout x (pas forcément hermitien,
on passe pour cela par la décomposition de £ (H;) en “hermitiens @ anti-hermitiens”) :
F(xM)'=F(x).
Mais alors, comme F = [6;], on utilise (M) :

T o
pour tout x € Z(H,), [0;1(x) = ([6£1(x"))" = F(x")" = [6;](x).
Donc 6, = 0.

Pour la derniére partie du théoréme, on remarque que toute application linéaire F de »#(H;)
dans #(H,) peut étre étendue de maniére unique’ en un élément F de ¥(H;) — £(H,) qui
préserve les hermitiens en posant : F(g) := % (F(g +g"+iF(ig - ig"‘)) puis en appliquant
la premiére partie du résultat a F. *

Exemple : calculons a quoi correspond lidentité de ¢(H,) — 7 (H;).
Soit g, le “flip” de H; ® H; défini sur les tenseurs purs par c(x ® y) =y ® x.
Ona:Tr([o](f)g)=Tr(oc(f®g).

Dans le cas d’opérateurs de rang 1 :

Tr (o (uXvl® [w)z])) = Tr(lw)Xv| ® u)z|) = Tr(jw)Xv]).Tr(ju)z])

70n identifiera a partir de maintenant les deux notions.
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Ceci vaut 0 sauf si \w) = |v) et |u) = |2). O, Tr(lu)v||lw)z|) vaut également O sauf si |w) = |v) et
lu) = |z).

On en déduit par linéarité que Tr ([0]1(f) g) = Tr(fg), et donc que [0] = Id )

7.3 Connecteurs

On dispose maintenant de tous les outils necessaires pour décrire les connecteurs des ECQ.

7.3.1 Additifs
Définition 7.4 :

Si A et B sont deux ECQ de trames respectives |A| et |B| , on définit les ECQ°A® B et A&B de
la facon suivante :

A®B:={Ax®uy|\,p=>20,A+p<1,xcAetycB}
A&B := {h | p|A‘hp|A‘ €A et p|B|hP‘B‘ EB}

(ot pg désigne la projection orthogonale sur le sous-espace E)

Proposition 7.5 : & est le polaire de ®
Si A et B sont deux ECQ, on a :

A&B =~(~A® ~B)

Preuve : soit h € #(|A| @ |B|) , on pose hy := pjy hpu et hg := pjg hpg.

e Sih e A&B , hy € A et hy € B. Par conséquent, si g = Ax @ py € A® B on calcule
Tr(gh) = ATr(xh,) +uTr(yhg) € [0,1], et donche~(~A® ~B).

e SihZA&B ,onah, €Aouhg & B. Supposons que ce soit h, (le probléme étant symétrique) :
il existe alors un x € A tel que hy X x. On a alors x & Op E~A® ~B et hix® 0y, , donc
hg~(~A® ~B).

*

On peut voir 'espace A®B comme un mélange statistique des états de A et de ceux de B : I'état décrit
par (ta @ (1 — t)b) est a avec probabilité ¢t et b avec probabilité (1 — t); mais comme la réunion
de deux Hamiltoniens dont on ne peut pas passer continiment des états propres de 'un aux états
propres de l'autre.

Plus précisément : supposons que l'on dispose de deux puits de potentiel a supports disjoints
caractérisés par les potentiels V, et V. On suppose donc que V, et V, sont infinis en dehors de
deux régions de I'espace Q, et 2, telles que 2, N Q, = ¢. Le potentiel H, total est donné par :

Vo(x) sixeq,
Vix)=4{ V(x) sixeQ,
00 sinon

Le systéme physique que I'on étudie est par exemple au départ confiné dans . A une date donnée,
on impose V = 0 et on laisse le systeme évoluer librement. Il se délocalise alors dans tout I’espace.
(en particulier dans Q,) Puis on impose a nouveau le potentiel composé des deux puits (ce qui
consiste d'une certaine maniere a faire une mesure sans lecture) de facon a confiner le systeme
dans 2 = Q, U Q,. On obtient ainsi des matrices de densité diagonales par bloc sur les espaces
d’évolution de V, et V.

8Ce sont bien des ECQ, par le théoréme du bipolaire.
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7.3.2 Multiplicatifs

Définition 7.6 :
Si A et B sont deux ECQ de trames respectives |A| et |B|, on pose :

A®B:= ~~{x®y|x€Aety B}
On définit le ¥ par dualité :
A®B:= ~(~AQ ~B).
On en déduit également une définition de 'ECQ associé a I'implication linéaire :

A—B:=~ATWB

Si les choses ont été bien faites on devrait retrouver un lien avec un point de vue “applications
linéaires de A dans B” pour I'implication linéaire au travers de I'isomorphisme décrit précédemment.
C’est bien le cas :

Théoréme 3 :
Soient A et B deux espaces cohérents, on a :
A—B={0;|FEA—>B}
(Op est définien 7.2)

Preuve :

Soit F € A— B. Le polaire de A—~B=~A%B étant AQ ~NB=~~{x®y|x€Aety e~B},
il suffit de montrer que 65 Lx ® y pour tous x € Aet y €~B pour avoir 0 € A—B.

Or, par la proposition 7.2, pour x € #(|A]) et y € #2(|B|), Tr(6r (x ® y)) = Tr(F(x) (y)).
Mais alors si x €Aet y €~B, comme F € A— B, F(x) €B et F(x) 4 y.

Donc Tr(685 (x ® ¥)) € [0, 1]. Ceci valant pour tous x et y, on a bien 0, €~(AQ ~B)=A—B.

Réciproquement, soit F tel que 8 € A— B. Soit x € A. Pour montrer que F(x) € B on va
montrer que F(x) 4 y pour tout y dans ~B.

Soit donc y € ~ B, toujours par la proposition 7.2, Tr(F(x)y) = Tr(6 (x ® y)) € [0,1] car
0 €A—B=~(A® ~B). *

Alors que le ® se présente comme I'enveloppe convexe des opérateurs s’écrivant comme un produit
tensoriel p; ® p,, le @ va autoriser plus de mélange entre les deux espaces. On verra cela plus
clairement dans I’exemple de la section 8.

7.3.3 Distributivité

Les connecteurs satisfont un isomorphisme attendu en logique linéaire :

Proposition 7.7 : distributivité
® distribue sur @, :

pourtousA,B,C A®B&®C)~(A®B)®(A®C)

Dualement, % distribue sur &.
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On commence par montrer le lemme suivant :

Lemme 7.8 :
Soit ¢ un isomorphisme unitaire entre deux trames |A| et |B|. On déduit de ¢ un isomorphisme

entre les opérateurs hermitiens de |A| et ceux de |B| :
b:p—ppp!
Cet isomorphisme vérifie les propriétés suivantes :
1. ¢ préserve la trace : pour tout f € Z(|A]), Tr(¢(f)) = Tr(f).

2. ¢ préserve donc la polarité : si X est un ensemble d’hermitiens sur |A|, ¢(~X) =~ (X).

3. En particulier, on a la propriété suivante : si X est un ensemble d’hermitiens sur |A| et Y
un ensemble d’hermitiens sur |B|, tels que $(X) CY,ona ¢(~~X) S~~Y.

Preuve : ¢ est bien un isomorphisme entre #(|A|) et #(|B|), car ¢ étant unitaire, ' = ¢!
et donc si h est hermitien, phy ™! = @hy' I'est également.

Notation : on écrira |d(x)) pour d(|x)) et également (G (x)| pour la forme linéaire associée.

Soit h € #(|A]) et (|b;), ..., |b,)) une base orthonormée de |B|.
On a Tr($p(h)) = 2, (9~ (b)Ihle~"(b;)) . Mais " étant unitaire, (|¢ " (b1), ..., 0" (b,)))
est une base orthonormée de |A| et donc la somme est aussi égale a Tr(h).

Comme Tr(¢p(f)p(g)) = Tr(pfooge™) = Tr(pfge™") = Tr(fg),ona f L g siet
seulement si ¢(f) A ¢(g). On en déduit que ¢p(~X) =~¢((X).

Enfin, 3. s'obtient en utilisant 2. : $p(~~X) =~~d(X) puis par croissance de la bipolarité par
rapport a l'inclusion ¢p(~~X)=~~p(X) S~~Y. *

Preuve de la distributivité : on applique le lemme avec y l'isomorphisme habituel entre
lAl® (IB|@|C]) et |A|® |B| @ |A| ® |C].

Posons X; :={a® (b®0c)|a€AbeB} et X;,:={a® (0 &c)|acAceC}.

Onad)(Xl) - {a®b€BO|A|$‘C‘ I(lEA,b EB} CA®RB®ARC.
De méme, ¢(X,) CAQBOAR®C.

Donc par le point 3. du lemme et le fait que ~~(X; UX,)=|A|® (|B|®|C]), on a
o(JAl® (IBl@IC|) € |AI® Bl ®|Al®|C]

Le méme type de raisonnement donne I'inclusion inverse. *

7.3.4 Eléments neutres

On trouve également des ECQ qui sont des éléments neutres (a isomorphisme pres) des connecteurs
que l'on vient de lister.

Définition 7.9 : 1,1

1 et L sont deux ECQ de trame C tous les deux égaux au segment [0, 1].
Définition 7.10 : 0, T

0 et T sont deux ECQ de trame {0}, forcément égaux a {0}.

Il est immédiat que ~1 =1l et ~0=T.
De plus 1, 1,0 et T sont des éléments neutres. Plus précisément :
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Proposition 7.11 : éléments neutres
On a les isomorphismes suivants, pour tout ECQ X :
1. X®1~X
2. X®1l~X
3. X&T~X
4. X®0~X

Preuve : évident, 'isomorphisme sur les trames étant a peu de choses prées l'identité. *
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8 Un exemple-clé : les booléens quantiques

Le premier exemple d’ECQ donné par Jean-Yves Girard sont les booléens quantiques. Il s’agit d’'une
extension de 'ensemble des matrices de densité. En effet, 'ensemble des matrices de densité, comme
il ne contient que des matrices de trace 1, ne contient pas 'opérateur nul. Afin de remédier a
ce probleme, Jean-Yves Girard définit le booléen quantique comme étant 'ensemble des matrices
positives de trace comprise entre O et 1.

Remarquons que P Selinger choisit également un systeme dans lequel la représentation des
états autorise une trace inférieure a 1. En effet, il raisonne en terme de transformation. Une

transformation correspond dans son systéme a un algorithme. Or, un algorithme ne termine pas

toujours. Cette liberté sur la trace permet d’envisager une non terminaison’.

Définition 8.1 :
Soit H un espace de Hilbert. On pose :
e Py ={p=0]|0Tr(p)<1}
o Ny:={n=0[[lIn]l]| <1}
Qu’on appellera respectivement booléens et anti-booléens quantiques.

Ces deux espaces sont polaires 'un de l'autre :

Proposition 8.2 :
|| On a: Py =~Ny et Ny =~ Py, ce qui fait de Py et Ny des espaces cohérents quantiques.

Preuve : Tout d’abord montrons que Py =~ Ny.
Inclusion Py C ~Ny.

Soit p € Py et n € Ni;. Comme p est positif, on a Tr(pn) > 0. Par ailleurs,

Tr(pn) <|lInflITr(p) < Tr(p) < 1.
Donc p est dans le polaire de Ny.

Réciproquement, si p est dans le polaire de N, comme pour tout vecteur |v) de norme 1, le
projecteur |v)(v|, est dans Ny, on a :

(vlplv) =Tr(plv}v]) € [0,1].

Donc p est positif. De plus, I'identité appartient a N;; donc Tr(p) = Tr(pId) € [0, 1]. Le polaire
de Ny est bien inclus dans Py.

Passons a la deuxiéme égalité.

On a déja montré linclusion Ny S~ Py, en montrant la premiere inclusion dans I'égalité
précédente. Il reste a voir que le polaire de Py est inclus dans Ny.

Soit n dans le polaire de Py. Pour tout vecteur |v) de norme 1, le projecteur |v)v| est dans
Py donc (v|n|v) = Tr(n|v)v|) € [0,1], on en déduit que n est positif. Diagonalisons n. On
pose n = D, A;|d;)}¢;]. Les projecteurs |¢;)(¢;| appartiennent a Py, donc pour tout i, on a
A = Tr(n|d;)}¢;]) € [0, 1], toutes les valeurs propres de n sont prises entre O et 1, on a bien
0<n<Id. *

8.1 Par et intrication

Avant de décrire le ¥ des booléens quantiques, interessons nous au tenseur. En effet, il se trouve
que le tenseur de deux booléens correspond a une extension des états séparables sur 'espace produit
tensoriel des deux trames. Plus précisément :

9Voir Pannexe A.2 pour plus de détails.
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Proposition 8.3 :

Soient H, et H, deux espaces de Hilbert. On note Sep 'ensemble des matrices de densité
représentant un état séparable de H; ® H,, ie Sep est 'enveloppe convexe de 'ensemble A :=
{P1®py | Vip; =0, Tr(p;)=1}. On a alors :

Preuve : Commencons par montrer que [0, 1]Sep est un espace cohérent quantique. Pour cela,
on utilise le théoréme du Bipolaire.

1. 0€[0,1]Sep.

2. Sep est convexe et fermé par définition et [0,1] aussi donc [0,1]Sep est un convexe
fermé.

3. [0,1]Sep est borné donc vérifie automatiquement la condition Vx, Nx C [0,1]Sep =
—x €[0,1]Sep.

4. Soient x,y € [0,1]Sep et A,u > O tels que Ax + py € [0,1]Sep, montrons que Ax €
[0,1]Sep. Soient x’, y’ € Sep et a,b € [0,1] tels que x =ax’ et y = by’.On a
Tr(Ax +uy)=2Aa+ube[0,1]
et Aa,ub > 0 donc Aa € [0,1]. On en déduit, Ax = Aax’ € [0,1]Sep.

Montrons que [0, 1]Sep & Py, ® Py,.

En effet, Py ® Py, contient A et est convexe, donc il contient son enveloppe convexe Sep. De
plus, il contient 0, et donc également ’enveloppe convexe de {0} U Sep, c’est-a-dire, [0, 1]Sep.

Montrons que ~ [0, 1]Sep &~ (Py, ® Py, ).
Ona:

~(Py, ® Py,) =~{p1 ®py | p; € Py }

En effet, pour tout ensemble X, on a montré que ~~~X =~X et donc, (Py, ® Py,) étant le
bipolaire de {p; ® p, | p; € Py}, ona:

~(Py, ® Py,) =~~~{p; ®p; | p; € Py }

~(Py, ® Py,) =~{p1 ®py | p; € Py}

Or, pour tout p; € Py, on peut écrire p; = a;p; avec a; € [0,1] et Tr(p;) = 1. En effet, si
Tr(p;) = 0 alors comme p; est positif, il est nul, et donc on peut écrire p; = 0|v){v| ou |v) est
un vecteur quelconque de norme 1. Sinon, on pose a; := Tr(p;) et p; = %

Pour tout p; € Py, on a alors,

P1® P2 = a;ap; ® P
avec a;a, € [0,1] et p; ® p; € Sep. On en déduit que {p; ® p, | p; € Py } < [0, 1]Sep, et donc
que son polaire
~{p1®p, | p; € Py} =~(Py, ® Py,)
contient le polaire de [0, 1]Sep.
Conclusion : [0,1]Sep =~~[0,1]Sep =~~(Py, ® Py,) = Py, ® Py,. *
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Le tenseur ne permettant pas aux états d’étre intriqués, on s’imagine que le ¥ va permettre
de réaliser lintrication. En effet, on a interprété le ® comme un mélange indisociable de deux
composants, comme deux produits en solution. Or, l'intrication en mécanique quantique est une
notion d’indisociabilité. Elle témoigne d’un partage d’information entre deux systemes, si bien
qu’agir sur 'un modifie I’état de l'autre, et ce méme s’ils n’interagissent plus a travers un Hamiltonien
les couplant (par exemple, s’ils sont a trop grande distance I'un de l'autre pour se “voir" a travers
une interaction). On verra qu’on retrouve des états intriqués dans le 7, mais aussi des opérateurs
qui ne sont pas positifs.

Par exemple, si H; = H,, L'identité de £ (H, ) divisée par la dimension n; de H; envoie les opérateurs
de norme (triple) inférieure a 1 sur les opérateurs de trace inférieure a 1 , donc 'opérateur ¢ €
% (H, ® H,) défini par ¢ := 0,4/, estdans Ny — Py =Py Py, .

Or, ¢ n’est pas positif. En effet, soient |v), |w) deux vecteurs orthogonaux de norme 1 de H;, on a :

(v, wl = (w,vDo(v,w) —w,v)) = Tr(dlv,w)v,w|)
+Tr(o|w, v)w,v])
=Tr(¢plv,w)w,v[)
_Tr(¢|W’ VXVaWD

Op
Tr(¢lv,w)Xv,w]) = Tr(¢ly)v| ® [w)w|) = Tr(lv}vIlw)Xw|)/n; =0
et
Tr(¢lv,w)w,v]) = Tr(v)iw| ® [w)v|) = Tr([vXw|lwXv|)/n, = 1/n,
donc

(v, w] = (w, v (v, w) — |w,v)) = =2/n; <0

Conclusion : ¢ appartient a Py 78 Py, et n’est pas positif. Le 7§ réalise en fait plus que I'intrication
de deux systémes.

Le %% admet deux définitions équivalentes. D’une part, on peut le voir comme le polaire du tenseur,
Cest-a-dire A% B =~ ((~A) ® (~B)), ou comme une implication linéaire, c’est-a-dire A% B = (~
A) —B.

On s’interesse ici au ¥ de deux booléens quantiques. On se donne donc deux espaces de Hilbert H;
et H, et on note Py, et Py leurs espaces de booléens respectifs. Posons P = Py "8 Py, .

La premiére définition du "8 permet de voir P comme le polaire de Ny ® Ny, ou encore le polaire
de I'ensemble {n; ® ny|n; € Ny,,n, € Ny, }.
On voit alors immédiatement les conditions nécessaires suivantes pour appartenir a P :

Lemme 8.4 :
Soit p € P. Pour tout |v) € H; et |w) € Hy,on a:

(v|® (wlplv)®|w) =0 2)

De plus, Tr(p) < 1.
Preuve : Soit |v),|w) deux vecteurs de norme 1 appartenant respectivement a H; et H,. On a
[vXv| € Ny, et [w)w| € Ny,, donc

(v®@ (wlplv) ®|w) =Tr(p[v){v|®|w)w|) > 0

De plus Idy, est dans Ny pour tout i donc

Tr(p) = Tr(pldy,en,) = Tr(pldy, ® Idy,) <1

38



Ces conditions donnent en fait une caractérisation des éléments de P. En effet,

Théoréme 4 :

Soit p un opérateur hermitien de H; ® H,. On a p € P si et seulement si :
. Tr(p) <1
e« pour tout |v) € H; et [w) € H,, (v|® (w|p|v) ® [w) > 0.

Preuve : Il reste a montrer I'implication réciproque. On suppose que p vérifie (2) et Tr(p) < 1.
Montrons que p appartient a P.

Soit n; € Ny, et n, € Ny, et diagonalisons les dans des bases orthonormées. On note :

ny = Alvvl,

ny = ZHj|Wj>(Wj|-
j
Calculons Tr(pn; ® ny).

Tr(pn; ®ny) = Tr(p(Y_ Mlvi)(vi @ (O wslw;)ow; )
i j

= Tr(p(z A lviXvil @ [wiXw;)))

ij
= hau Tr(plvXvil ® [w)w;])
L,j
D’une part,
Tr(pny ®ny) =Y hita; (v, ® (wilplv;) @ w))
i,j

or, A; =0, u; =0 et (v;| ® (w;[p]v;) ® |w;) > 0. Donc

Tr(pn; ® ny) > 0.
D’autre part, A;,; < 1 et (v;| ® (w;|p|v;) ® |[w;) = 0 donc

Tr(pn, ®ny) < Y Tr(plv,)Xvi] ® w;)w;)
i,j

< Tr(p > vl @ [w;)w;))
oy

Or, les |v;) ® |w;) forment une base orthonormée de H; ® H,, donc Zi,j [viXvil ® [w;)w;| = Id
et

Tr(pn,;®n,) < Tr(p) < 1.

Conclusion : I'opérateur p appartient donc au polaire de I'ensemble {n; ® ny|n; € Ny ,n, €
Ny, } qui est égal a P. *

Passons a la seconde description du §. On a P = Ny, — Py, . Autrement dit, le ¥ correspond aux
transformations linéaires vérifiant F(x") = (F(x))" qui envoient Ny, dans Py, .
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Lemme 8.5 :

Soit p € £(H; ® H,) hermitien et F : ¥(H;) — ¥ (H,) tel que [F] = p. On se donne une base
orthonormée |e;) de H; et on note T : ¥(H;) — £ (H,) la transposition associée a cette base,
c’est-a-dire la transformation linéaire telle que T(e;)e;|) = |e;Xe;].

I existe une base orthonormée (U;); de ¥(H;,H,) pour le produit scalaire (x,y) = Tr(x"y),
et des réels A; tels que :

Fixe— Z AU T(x)U! 3)

Preuve : Lopérateur p est hermitien, donc il se diagonalise dans une base orthonormée (|\;));
de H; ® H,. On pose alors A; la valeur propre associée a [1;) et on décompose |;) en :

i) =D le;) @ 1v)).
J

Posons : U; := 3., [vi)e;| € £ (Hy, Hy).

Montrons que les U; forment une base orthonormée de ¥ (H,, H,). En effet,

Tr(UfU) = > Tr(viXexlle v/ ) =D J(vilvl) = (bl =5y,
k,l

k

Montrons que F : x — ). XiUiT(x)Ulf'L. Ona:
D U T(eede DU =D A v(vil
i i
et

p = Mihbi)b]

= ZZZ Nilex)er ® v (vl
k1

i

=222 leel ® Ay
ko1 i

On en déduit : F(|ex)e; ) = Do, A [vi)(v]]
On a bien la bonne forme de F. *

De plus, on peut s’affranchir de la base.

Théoréme 5 :

Soit p € £(H, ® H,) hermitien et F telle que [p] = F. Il existe une base orthonormée (U;) de
%(Hy,Hy) etdes A tels que F : x — D A, UxU;.

Preuve : On note G la transformation telle que [(T ® Id)(p)] = G. Cette transfomation se met
sous la forme

G:x— ZkiUiT(x)Ui"L
Soit x € ¥ (H,) et y € ¥(H,). Le calcul de Tr(F(x)y) donne :

Tr(F(x)y) =Tr(px ®y)
=Tr(T®Id)(P)T(x)®y)
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En effet, si on décompose p sous la forme p =Y, p! ® pZ, on a

(TeId)p)=) T(p})®p;
(T®I)(P)x®y)= Z(r(pg)x) ® (p2y)
Tr((T®Id)(p)(x® y)) = Z Tr(T(p})x)Tr(p?y)

= Z Tr(p! TO))Tr(p?y) = Tr((z P ®PNT(x)®Y))=Tr(pT(x)®y)
Donc,

Tr(F(x)y) = Tr(G(T(x))y)
donc pour tout x, F(x) = G(T(x)) = Zi XiUl-in"L. *

Remarque : la preuve du théoréme permet de voir que (T ® Id)p est positif si et seulement si F est
une application superpositive, c’est-d-dire une application telle que (Idy ® F) envoie les positifs dans les
positifs pour tout espace H.

Remarque : Uapplication F est indépendante de la base choisie pour H; puisqu’elle est U'application
vérifiant pour tout x,y, Tr(F(x)y) = Tr(px ® y), donc le choix des U; est indépendant de la base de
H, choisie.

Cherchons a présent des conditions sur les U; telles que 'opérateur p soit dans P.

Théoréme 6 :

Soit p € Z(H, ® H,) hermitien et F : x — Y., XiUixU;r l'application linéaire de ¥ (H,) dans
%(H,). Lopérateur p appartient a P si et seulement si pour tout |v) € H; et |w) € H,,on a :

2 MlwlUyv) P =0

Preuve : on a vu que p était dans P si et seulement si Tr(p) < 1 et pour tout |v) € H; et
|w) € Hy,ona:

(vl®{wlplv)®[w) > 0.

La premiere condition se traduit par

1> Tr(p) = Tr(p(Id ® Id)) = Tr(FI)Id) = Tr() . A, U,U))

=Y MTr(UU) =) A
Y=

Et la deuxiéme par :

0 < (Ve wlplv)ew) Tr(pv)}{vi® lw)wl)
Tr(F(v)vDIw)Xw]) = 25 M Tr (U v)(v|U; w)w])

= Y MWIUW) 0IU]Iw) = 3, A (wlUy )2
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8.2 Valeurs propres négatives dans les ECQ

Par rapport a 'exemple type qu'on a donné précédemment, a savoir l'identité de £ (H) divisée
par la dimension, on pourrait s’attendre a ce que la borne inférieure valeurs propres négatives des
opérateurs de Py 78 Py, tendent vers 0 quand la dimension de H; ou H, tend vers +oo.

Nous allons voir qu’il n’en est rien.

Proposition 8.6 :

Soit H, et H, deux espaces de Hilbert et Py , Py, leurs booléens respectifs. On suppose que la
dimension de ces deux espaces de Hilbert est supérieure ou égale a 2. Alors il existe au moins
un opérateur dans Py 78 Py, admettant pour valeur propre —%.

Preuve : Soit |e;) et |e;) deux vecteurs orthonormés de H; et |f;), |f,) deux vecteurs
orthonormés de H,.

On compléte |e;) en une bas orthonormée de H; et |f;) en une base orthonormée de H,. On
note alors P l'opérateur :

P = les)(f1l + lex)fal

et on considére la transformation :

1
F:p— =—P"pP.
P 5 P

Cette application envoie les opérateurs positifs de norme triple inférieure ou égale a 1 de
%(H,) sur des opérateurs positifs de trace comprise entre 0 et 1 de £ (H,).

En effet, pour tout p > 0 de norme triple inférieure ou égale a 1 et |x) de Hy,on a:
1
(x|F(plx) = 5 (Px|p|Px}) >0

et

i=1,2

1
Tr(F(p)) = D (FIF(If) = 5 D leilple) < 1.
J

Lopérateur 0 tel que [0] = F appartient donc a l'espace cohérent quantique Ny, — Py, =
Py, "8 Py,.

Constatons a présent que 6 admet pour valeur propre —%.

L'opérateur 6 s’écrit :

1
0= > Z le;)e;| ® |f;)el

i,j=1,2

1
6= Ei;gei,fjxej,m.

Soit |v) le vecteur |v) = |eq, fo) — |eg, f1). Ona:

1 1
81V) = 5lez, i) = lew, o) = =5 V).

Donc 6 € Py, 8 Py, admet —% comme valeur propre.

*

Conclusion : les valeurs propres négatives des opérateurs de Py, " Py, ne tendent pas vers 0 quand
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la dimension tend vers +o0o0.
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8.3 Retour sur les cas classiques et probabilistes

Les Booléens classiques

On se donne une trame |X|, de cardinal n et on cherche construire un espace cohérent classique
maximal tel que son interprétation en termes de matrice s’injecte dans un booléen quantique.

Définition 8.7 : booléens classiques
On définit le booléen classique relatif a |X| noté Bjy|, 'ensemble

By ={0}u{{e} | e X}
C’est un espace cohérent classique.
Son polaire est simplement 'ensemble des parties de |X]|.

En effet, pour tout x C |X|, on a :

e #|xNBl =0,

e #|lxN{e}|=1sieecx,0sinon.

Cet espace s’interprete en termes de matrices comme 'ensemble des matrices positives diagonales
dont les coefficients sont 0 ou 1 de trace prise entre O et 1.

Supposons qu'’il existe un espace cohérent X dans lequel By est inclus strictement. Alors X contient
au moins une paire {el, e2}. Or, cette paire s'interpréte comme une matrice de trace 2 n’appartenant
donc pas au booléen quantique correspondant.

Par de deux espaces cohérents classiques

Soit X,Y deux espaces cohérents classiques de trames respectives |X| et |Y|. On définit le 7 par
polarité, c’est-a-dire comme le polaire de ~X® ~ Y.

Or I'ensemble A ® B pour les espaces cohérents classiques est le bipolaire de I'ensemble :

faxb|aeAbeB}.

On en déduit que X B Y est donné par :
XBY =~{xxy|xe~X,ye~Y}

Par de deux booléens classiques

On va montrer I'égalité suivante :

Proposition 8.8 :
Soit [X| et |Y| deux ensembles finis et B , Bjy| leurs booléens respectifs, on a :

Bix| ® By| = Bix|xv-

Preuve : par définition, By 7§ B}y, est le polaire de {x x y | x €~ By, ¥ €~ Bjy|}. Autrement
dit, p € |X| x |Y| appartient a B|x| ® By, si et seulement si pour tout x € |X| ety C|Y|,ona:
#lplN(xxy)<1.

En particulier, si p € By %8 Bjy), alors #|p| = #|p| N |X| x [Y]| < 1, donc p € By

Réciproquement, si p appartient a % x| y|. Alors, on a #[p| < 1 et donc pour tout x C |X| et
y € |Y|, le cardinal de p N x X y est inférieur ou égal a celui de p et est donc inférieur a 1.

Conclusion : By 75’B|Y| = Bix|x|y| - *
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Cas probabiliste
Booléens probabilistes

Rappelons que les objets des espaces cohérents probabilistes sont des fonctions d'un ensemble fini
|X| dans [0, 1]. Et que, si f est une telle fonction et qu’on a numéroté les éléments de |X| : ey, ..., e,,
f s’interpréte comme la matrice diagonale :

fe1)
Mf -
flen)

Définition 8.9 : Booléen probabiliste

Soit |X| un ensemble fini. On appelle booléen probabiliste et on note B&l I'ensemble :

Bh =1{f | Y fle)<1}.

e€|X|
C’est un espace cohérent probabiliste.

Son polaire est 'ensemble {g | Ve € |X| g(e) < 1}.

P

En effet, si pour tout e € |X|, g(e) < 1, alors pour tout f € By

Tr(M;My)= Y fle)g(e)< Y fle)< 1

e€|X| ec|X|

Réciproquement, pour tout e € |X|, la fonction

, 1 sie=e
fore— .
0 sinon

représentée par la matrice diagonale :

e,eq

My, =
Se,en
P
x|

P
x|

g(e)=Tr(M;M)= Y g(e)f(e) < 1.

e'elX|

appartient a By, donc si g appartient au polaire de B/, on a

L'espace B&‘ s'interprete en termes de matrices comme ’ensemble des matrices diagonales positives

de trace inférieure ou égale a 1.

P
x|’

moins une fonction f telle que Zeem f(e) > 1. Or, I'interprétation matricielle de cette fonction
admet une trace strictement supérieure a 1 et donc l'interprétation matricielle de X ne s’injecte pas
dans les booléens quantiques.

De plus, si X est un espace cohérent probabiliste contenant strictement By, ,, alors X contient au

Conclusion : B&I est le plus grand espace cohérent probabiliste s’injectant dans le booléen quantique

de trame associée a |X]|.

Définition du par de deux espaces cohérents probabilistes

Une fois de plus, on regarde la définition par polarité.

Soit A et B deux espaces cohérents probabilistes de trames respectives |A| et |B|. L'espace A® B est
défini comme le bipolaire de I’ensemble :
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{a®b|a€A beB}
oll a ® b est la fonction qui & tout couple e, e’ € |A| X |B| associe le réel positif a(e)b(e’).

Lespace X BY = ~(~X® ~ Y) est donc le polaire de 'ensemble :

{x®y|xe~X,ye~Y}

Par de deux espaces cohérents probabilistes

On va montrer I'égalité analogue du cas classique.

Proposition 8.10 :

P

Soit |X| et |Y| deux ensembles finis et By

BI};’I leurs booléens respectifs. On a I'égalité suivante :

P P __ P
By B By = By iy

Preuve : par définition, I'espace Bf, 78 B, est le polaire de I'ensemble des x ® y tels que pour

Dq g
toute € |X|ete €|Y], x(e) <1, y(e) < 1.
Soit p € BII;KI 7S’B|};‘. Notons X la fonction qui a tout e € |X| associe 1 et Y celle qui a tout e’ € |Y]|

associe 1. L’élement p est polaire a X ® Y donc

Z ple,e)) = Z ple,e)X®Y(e,e)<1

(e,eNelX|x[Y] (e,e)elX|x|Y]
P
doncp € Bix|x|v|"
Réciproquement, si p € ‘%\IJJ{IXIYI’ alors
ple,e) <1
(e,e)elX|xY]

et donc pour tout x et y tels que x(e) <1, y(e¢’)<1,ona

p(e,e)x(e)y(e) < Z ple,e) <1.

(e,eNelX|x|Y] (e,eNelX|x[Y]
7 . P p
On en déduit p € By 7XB|Y|.
. . . vz s’z DP P _ pP
Conclusion : on a bien I'égalité By, 75’B‘Y| =By *
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9 Un exemple qui se généralise

9.1 Espaces de Hilbert-Schmidt

Les espaces de Hilbert-Schmidt sont des espaces auto polaires, c’est-a-dire qu'’ils vérifient ~X = X.
Ils sont définis grace a la norme associée au produit scalaire.

Définition 9.1 :
Soit H un espace de Hilbert, on appelle espace de Hilbert-Schmidt 'ECQ :

HSy ={h>0| Tr(h*) € [0,1]}

Proposition 9.2 : ~HS,; = HSy
|| HS;; est égal a son polaire, ce qui prouve au passage qu'’il s’agit bien d’'un ECQ.

Preuve : montrons ~HSy C HSy.
Soit h €~ HSy non nul. Pour tout opérateur positif g, Tr(gh) > 0 donc h > 0. Comme h

est non nul, Tr(h?) = Tr(h*h) est strictement positive, on peut donc poser h’ = Lhz On a
Tr

Trh? = ;;—;‘; =1 donc k' € HSy.

On en déduit que 1/ Tr(h?) = Tr(hh') appartient a [0,1]. donc h est dans HSy.

Réciproquement, si h est dans HSy, alors par Cauchy Schwartz, pour tout g dans HSy;, ona:

Tr(gh) < v/ Tr(h®)Tr(g?) <1

De plus, g et h sont positifs donc Tr(gh) > 0. On a bien h € ~HSy. *

Par de deux Hilbert-Schmidt
Soient H; et H, deux espaces de Hilbert. On pose HSy, et HSy, leur Hilbert-Schmidt respectifs et on
s'interesse a HSy, "8 HSy,.
En particulier, on va montrer qu’il contient des applications dont la norme triple relative aux normes
associées au produit scalaire est inférieure a 1, ce qui n’est pas évident de prime abord compte tenu
du fait que I'on a une condition uniquement sur les opérateurs positifs.
Posons H := HSy 7 HSy,.
On sait que H = HSy, — HSy, = {6 = 0" | [0] (HSy,) € HSy, }.
Lemme 9.3 :

| Soit 6 € H et F = [0]. Alors pour tout x € £(H;), ona Tr(F(x)*F(x)) < Tr(x*x).

Preuve : 1¥ cas : x =0. On a F(x) =0.

2%Me cas : x > 0. On pose x’ = \/% Ona Tr(x"?)=1donc x’ € HSy , donc F(x') € HSy,,
rix
C’est-a-dire TrT(iECXZ))Z) =Tr( fr(&)j)) = Tr(F(x')?) € [0,1], on a bien Tr(F(x)?) < Tr(x?).

3%me cag : x hermitien. Lopérateur x se diagonalise, il se met donc sous la forme x =
22 Al ). On pose alors [x| = 35 [A;|[;)}ap;|. On a Tr(x?) = Tr(|x[*). De plus,

Tr(F(x)*) = Z A A Tr(F ([ )X DF (1 ;1))

Or, F envoie les positifs sur les positifs donc pour tout couple i, j,

Tr(F (1) DE(1;)(b;1)) = 0
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On en déduit

Tr(F(x)*) < Z A1 Tr(F (b DF ()b 1)) = Tr(F(1x])?)
Finalement,
Tr(F(x)?) < Tr(|x|?) = Tr(x?)
4%me cas : x antihermitien. On a
Tr(F(x)'F(x)) = Tr(—iF(x)*iF(x)) = Tr((iF(x))*(iF(x))) = Tr(F(ix)*F(ix))
Or, ix est hermitien donc
Tr(F(x)"F(x)) < Tr((ix)*(ix)) = Tr(—ix*ix) = Tr(x*x)

Denier cas : x quelconque.

x se décompose en une partie hermitienne et une partie anti-hermitienne :

x+x* x-x*

x = +
2 2

* ¥
x+x etsz X

5 3 .Ona:

Posons y =
4F(y)*F(y) = F(x)? + F(x*)? + F(x)F(x*) + F(x*)F(x)
ATr(F(y)*F(y)) = Tr(F(x)*) + Tr(F(x*)*) + 2Tr(F(x)*F(x))
puisque F(x*) = F(x)*.
4F(2)'F(2) = F(2*)F(2) = —F(2)* = —(F(x)* + F(x*)* = F(x)F (x)" — F(x)"F(x))
4Tr(F(2)*F(2)) = =Tr(F(x)?) — Tr(F(x*)?) + 2Tr(F(x)*F(x))
d’ou

Tr(F(x)*F(x))=Tr(F(y)*) + Tr(F(2)*F(2)) > Tr(y?) + Tr(z*z) = Tr(x*x)

Réciproquement, si F a une norme triple inférieure a 1 et envoie les positifs sur les positifs
alors, pour tout x, y positifs de norme inférieure a 1 on a d’'une part :

Tr(6x®y)=Tr(F(x)y)>0

car F(x) >0, y > 0, et d’autre part,

Tr(0x ® y) < V/ Tr(F(x)?)Tr(y?) < 1.

Conclusion : *

Théoréme 7 :
Soit 0 € £(H; ® H,) hermitien et F = [0]. Lopérateur 0 appartient a HSy 78 HSy, si et
seulement si :
« pour tout opérateur positif x, F(x) est positif,
¢ la norme triple de F relative a la norme associée au produit scalaire est inférieure a 1.

48



9.2 Normes LP

Plus généralement, pour tout p > 1, et tout x € £ (H) hermitien, la matrice x se diagonalise en
1
Y1), avee 2, € R. On pose alors [|x]l, = (A1)

On en déduit une norme sur 'espace vectoriel réel £ (H). En effet, tout x € £ (H) s’écrit x = y +iz,
avec y et z hermitiens. (On choisit y = %(x* +x)etz= %(x — x*).) Et on pose :

(1, ==yl + lzll,-
p N « 1,1 _
Pour tout x, y positifs, il apparait clair que 0 < Tr(x*y) < [|x|[,||¥|l,, avec 5 + i 1.
En effet, on récrit x et y sous la forme x = > A ;)| et y = Zujlcpj)(d)jl. On a alors :

Tr(xy) =Y hwssl{ilo)1 = 0

Or, d’apres les inégalités de normes L,, on a :
Tr(xy) < QAP OO Tuyl(bilo,) 1))
i
Comme, z — z? est convexe et que Zj |(1l)i|d>j)|2 =1l,ona:
Qwlbile) P < 3 i) P

j j

donc
Tr(xy) < [1xll,0O 0 Y pdlblo,) 1)1
ioj

On peut échanger I'ordre des sommes, et on obtient :

Q2 b e = Sul > S lbil) )
i j i

= DY =lyll,
J

d’ou

0= Tr(xy) <|lxll,llyllq

La démonstration permet de voir d'une part que 'inégalité est vérifiée également par I'’ensemble des
hermitiens. Puis, en décomposant x et y quelconques en leurs parties hermitiennes et antihermi-
tiennes, on obtient l'inégalité pour tout couple x, y.

Posons E,, := {x >0 | |[x]|, <1}.
Lemme 9.4 :
Ona ~E, =E,, avec + +1 =1,
P q
Preuve : Soit x € E,. Pourtout y €E;, ona
0<Tr(xy) <llxllpllylly <1,

donc x E~E,.

Réciproquement, si x €~ E, alors pour tout projecteur [v)(v|, on a |v){v| € E, donc (v|x|v) =
Tr(x|v)}v|) = 0, donc x est positif. De plus,
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p—1

[Ix|[5 = Tr(xP) = Tr(xx?™) = [Pl Tr(x
P ! [P~

) < [Pl

En effet, ——— H = 1H appartient a E; donc Tr(XH = 1H )<L
Or,

[P ]y = (Tr(xd® D)1 = (Tr(xP))P/PD = [|x|[p?

carq(p—1)= p_l == =pet § =p(l- 113) = p — 1. On en déduit que ||x||§ < ||x||§‘1 ce
qui équivaut a ||x||p <1.
On a bien x € E,. *

On dispose donc de nouveaux espaces cohérents quantiques, le lemme impliquant que tous les E,
sont des ECQs.

Par de deux E,
Soit H; et H, deux espaces de Hilbert de dimension finie et p,q deux réels strictement supérieurs a
1. On note p’ le réel conjugué de p cest-a-dire celui vérifiant : l + l =1.
On s'interesse 4 I'espace cohérent : E := E) B EZ = E), » —EZ les 1nd1ces 1 et 2 se référant a I'espace
de Hilbert considéré.
Lemme 9.5 :
Soit © € E et F = [0]. Alors F envoie les positifs sur les positifs et sa norme triple relative aux
normes ||.|[ - et [.||, est inférieure a 1.
Preuve : La preuve est presque la méme que pour les Hilbert-Schmidt.
1" cas: x =0.0na F(x)=0.

28Mme cas : x > 0. On pose x' =

||x|| .On a ||x’||;, = 1 donc x’ € El,, donc F(x') € E2
IFGllg _ ) F(x) / <
e = 152, = 1PN, € [0,1], on a bien [P, < [lxll,-
3%me cas : x hermitien. Lopérateur x se diagonalise, il se met donc sous la forme x =
22 Milb);|. On pose alors x* = 3 &1 )N;]. On a ||x|l,» = [lx ||,y De plus,

F(x) = Y LF (b))

Or, F envoie les positifs sur les positifs donc pour tout i, F(|{;}{{;|) > 0, en notant |v;) une
base de diagonalisation de F(x), on a :

IFGONZ= 1D A v F o lv)12
j i

C’est-a-dire

IFGANT < DO I (b)) = D v I F ()
jooi J
car z — 24 est croissante et F(|{;)}{{;|) est positif pour tout i.
En notant |w); une base de diagonalisation de F(x™) associée aux valeurs propres y;, on a :

IFGOIL < DO wil twlvy) 2
j i

Or, z — 27 est convexe et ), |<Wi|Vj)|2 =1 donc

Qillwilv) )7 < D Jlwlv,) Py
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IFGANT <> pd > lwilv) 2 =D pd = [[FGe)Ilg
i j i

Finalement,

+ | —
IF Qg < IFGeDg < lx 1y = [xll

Denier cas : x quelconque.
x se décompose en une partie hermitienne et une partie anti-hermitienne :

x=y+iz
On a F(x) = F(y) + iF(2) donc F(y) est la partie hermitienne de F(x) et F(z) la partie
antihermitienne, on en déduit :
IIFGOllg = IFDg + NE@g < Nyl + 1zl =[xl

Réciproquement, si la norme triple de F est inférieure a 1 et que F envoie les positifs sur les
positifs alors 0 est dans E.

En effet, pour tout x, y positifs tels que ||x||,, <Tet|ly|ly <1,ona

0= Tr(0x®y)=Tr(F(x)y) <[IFC)llIyll; < llxll,y <1

Conclusion :

Théoreme 8 :

Soit 6 € £ (H; ® H,) hermitien et F = [0], O appartient a E = E, 8 E si et seulement si :
« pour tout projecteur [v)Xv|, F(|v){v]) est positif,
« la norme triple de F relative a ||.||,; et ||.||; est inférieure ou égale a 1.
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10 Autour de la positivité

On va s’intéresser de plus prés aux questions de positivité qui se posent dans le modeéle des ECQ. Pour
cela on se basera sur un article de P Selinger [15]. L'objet de départ de cet article est de proposer
une facon de décrire l'algorithmique quantique avec un langage “haut niveau”, par opposition avec
lapproche habituelle, trés proche de la machine (le plus souvent, on revient au niveau des portes
quantiques de base).

Apres avoir présenté la syntaxe de son langage, 'auteur en donne une sémantique basée sur
une catégorie dont les objets sont des produits cartésiens d’ensembles de matrices densité et les
morphismes des opérateurs superpositifs.

Cette construction est une des sources d’inspiration pour les ECQ. Pourtant il y a une différence qui
saute aux yeux si on regarde ces deux modeéles (du calcul quantique et du fragment parfait de la
logique linéaire respectivement) : alors que P Selinger utilise des opérateurs de densité (positifs)
et des transformations superpositives, J.-Y. Girard n’impose comme restriction aux opérateurs que
d’étre hermitiens et les morphismes considérés dans le cas des ECQ sont toutes les applications
linéaires.

La discussion qui suit va essayer d’éclairer les questions qui se posent autour de cette différence.

10.1 De llisomorphisme a la dualité

En 7.2, on a décrit un isomorphisme entre 5#(H,) — #¢(H,) et 5 (H; ® H,), plutbt comme un
préliminaire technique permettant d’énoncer des résultats comme le théoreme 3.

En réalité, le choix de cet isomorphisme n’est pas indépendant du reste de la construction. On va
méme voir qu’il y a en quelque sorte une correspondance entre ce choix et celui de la relation de
polarité, et qu’on aurait pu commencer par donner I'isomorphisme pour en déduire la définition de

« ”
~ 7,

Négation et implication

Dans un modele de la logique linéaire ou 'on peut interpréter a la fois la négation, 'implication
linéaire et les éléments neutres (en particulier 1), on doit avoir certains isomorphismes. En
particulier :

~A~A— 1

car la preuve de I'équivalence entre les deux formules est essentiellement une identité.

Ceci constitue une premiére étape : si on a un élément neutre pour le § et une implication linéaire,
on peut en déduire une négation.

Implication et isomorphisme

Poursuivons le raisonnement : si un modéle admet un isomorphisme entre “les morphismes de
A dans B” (dans le cas des espaces cohérents, A — B) et un autre objet du modele, on peut
raisonnablement appeler cet objet A— B puis voir si cette définition est cohérente avec le reste
du modéle.

Conclusion

Mettons tout ca ensemble. Pour construire les ECQ on aurait pu'® partir d’'une définition n’utilisant
pas la négation, par exemple “vérifier les hypothéses du théoreme du Bipolaire”, puis définir un
objet dualisant | et utiliser 'isomorphisme pour définir une implication linéaire, puis une négation.

De ce point de vue, on comprend que le choix (il n’en existe pas qu'un seul!) de l'isomorphisme
entre #¢(H,) — 5 (H,) et ##(H; ® H,) est déterminant pour la construction du modele.

10Théoriquement en tout cas. Sortir les hypothéses du théoréme du Bipolaire “de nulle part” reléve plutdt de la science-
fiction.
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10.2 Lisomorphisme de Selinger

Dans le but de rester le plus proche possible de ce qui apparait en informatique quantique, P Selinger
prend directement comme objet de base des ensembles'! de matrices densité sur des espaces de
différentes dimensions.

Dans ce modéle, on a comme pour les ECQ un isomorphisme entre les applications linéaires de
M,,(C) vers M, (C) et M,,,(C). Moyennant le choix d’une base, cet isomorphisme sur les matrices
donne un isomorphisme sur les opérateurs.

On le définit de la fagon suivante :

Définition 10.1 :
On note E; ; la matrice dont seul le coefficient en position i, j est non nul et vaut 1.

Pour F € M,,,(C) — M,,(C) on définit la matrice caractéristique de F, par blocs :

F(Ey7) ... F(Ey,)

AF = : - :
F(En,l) F(En,n)

Proposition 10.2 : M,,(C) —» M,(C) ~M,,,(C)
| x est un est un isomorphisme entre les espaces M,,,(C) — M, (C) et M,,,,(C).

Preuve : y est injective car yr = 0 impose que F(E; ;) = 0 pour tout i, j et donc F =0, les E; ;
formant une base de M,,(C).

Pour la surjectivité, il suffit de découper la matrice en blocs carrés de taille n et de poser F(E, ;)
égal au contenu du bloc correspondant. *

L'isomorphisme y possede une propriété analogue a la proposition 7.2 :

Proposition 10.3 :
Soit F € M,,,(C) —» M,,(C). On a

pour tous X € M,,(C) et Y e M,(C): Tr(ys.X®Y)=Tr(F(X).Y)

Preuve : on commence par remarquer que

tr =Y E;®F(E,).Onadone Tr(xs.X®Y)=Y Tr(E,;%X).Tr(F(E)Y)
i,j i,j
Mais Tr(E;; X) est égal a (tX)j)i , le coefficient en position (i, j) de X, c’est a dire X; ;.
On a donc

Tr(xp. X ®Y) = Z Tr(X; ;F(E;;).Y) = Tr(F(X).Y)
0

Des produits cartésiens de tels ensembles, en réalité, mais on se contentera du cas simple ol le produit est réduit 4 un
seul élément.
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10.2.1 Superpositivité

La raison pour laquelle Selinger préfére utiliser 'isomorphisme y est qu’il possede une propriété
intéressante que 0 n’a pas : y fournit un critére de superpositivité.

Théoréme 9 : y et superpositivité
o yp est pure si et seulement si F est de la forme M — AMA" pour A € M, ,(C).
o Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. F est superpositive

2. yp est positive

3. F peut s’écrire comme une somme finie de transformations de la forme M — AMA"

Preuve : pour la premiere propriété, on remarque que si xz = UU' pour U € C™, on peut
découper U en m vecteurs de C" de la facon suivante :

puis on définit par blocs A := (Ul u, ... Um) eton a alors F(E; ;) = U; U]I par définition
de x, enfin comme U;U; :AEi,jA'r pour tous i,j on a bien F : M — AMA'.

Réciproquement, si F : M — AMA' on peut faire marcher la construction en sens inverse pour
obtenir un U tel que yz = UU".

Pour la deuxiéme partie du théoréme, commencons par 1. implique 2. :
on définit par blocs la matrice

et on remarque que ¥y = (Id ® F)(E) et que la matrice E est positive.
Dong, si F est superpositive, (Id ® F)(E) doit étre positive.
Pour 2. implique 3., supposons ¥ positive et décomposons la en une somme de matrices

pures, g = By + - + By. D’aprés la premiére partie du théoréme, chaque B; correspond a une
transformation F; : M — A;MA;. Par linéarité de y, ona F = F; +--- + F, C’est a dire 3.

Enfin, 3. implique 1. : soit F de la forme M — A'MA (comme une somme d’applicationts
superpositives est superpositive, on en déduit le cas “somme finie”).

Soit B € M;:m((C), décomposons B comme somme de produits tensoriels de matrices de M;:((C)
etM!(C):B=), M;®N,. On a alors (Idwt () ® F)(B) = DM ®ANA".

Soit alors U® V € My ;(C)®M,, ;(C). On a

U@ V) (dy () ® F)B) U V)= U'MUeVANAY
i
=(U"®AV))B(U®AV)>0 car B est positive.

Donc (IdM;(c) ® F)(B) est positive, ceci valant pour toute matrice B positive, IdM;(C) ® F est
bien superpositive. *
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10.3 Ce qui change avec les ECQ, conséquences

Il y a de bonnes raisons de ne pas vouloir utiliser le modéle de Selinger en I’état. La principale étant,
comme on l'a vu dans la partie précédente que I'isomorphisme y force a choisir une base, ce qui est
une forme de subjectivité avant 'heure (avant d’effectuer une mesure). Cela semble aller a 'encontre
des principes de base de la mécanique quantique, mais cela a un sens en informatique quantique,
ou l'on fait de toutes facons des calculs par rapport a une base privilégiée, fixée a 'avance.

Mais c’est moins évident en logique, I'idée du modéle étant de passer d’'une interprétation de la
logique comme “actions” sur des ressources a une interprétation comme “actions quantiques” sur
des ressources quantiques, et donc d’essayer de faire correspondre aux formules de logique des
objets et des transformations quantiques dans toute leur généralité. Construire un modele en se
basant sur I'isomorphisme y implique d’avoir une relation de polarité dépendante de la base, ce qui
n’est pas tres satisfaisant.

Ces remarques conduisent naturellement a préférer 'isomorphisme décrit dans la section 7.2 au ¥
de Selinger. Ce choix a d’importantes conséquences sur ce qui nous intéresse ici : les questions de
positivité.

Le probléme vient du fait que l'isomorphisme 0 ne “voit pas” les opérateurs positifs, contrairement
a y qui vérifie le théoréeme 9. On peut le voir sur un exemple :

Prenons le cas des booléens quantiques Py et de 'espace Py — Py ~ Py — Py. Ce dernier doit
forcément contenir 'application identique, et on a vu que 6,4 = o, le twist, qui est une réflexion et
donc n’est pas positive.

On est donc dans la situation suivante : les booléens quantiques forment un ECQ d’opérateurs
positifs, mais la remarque précédente interdit de se limiter, comme chez Selinger, a des opérateurs
positifs dans tous les cas, sous peine de ne pas avoir I'identité dans Py — Py.

On peut par ailleurs remarquer que Py — Py correspond a tous les opérateurs préservant Py, c’est
a dire les opérateurs positifs et préservant la trace. On a vu que cette classe contenait plus que les
superopérateurs, ce qui signifie que le modeéle des ECQ accepte comme transformations de 'ECQ
engendré par les matrices densité des transformations qui n’ont pas de sens physique.

10.4 Réconcilier les deux approches?

On va essayer maintenant d’exploiter les remarques précédentes pour jeter les bases d’'une construc-
tion un peu différente des ECQ, qui sera détaillée dans la section suivante. Notre but va étre de
profiter du “meilleur des deux mondes” : la positivité du modele de P Selinger et I'indépendance par
rapport a la base de celui de J.-Y. Girard.

Le point de départ est une remarque de quelques lignes dans l'article [15] sur 'isomorphisme .
L'auteur y explique qu’on peut en fait le rendre indépendant de la base a condition de le considérer
comme un isomorphisme entre £ (H,) — £ (H,) et £(H; ® H,), que I'on transforme ensuite via
le choix d’une base (qui permet de définir un isomorphisme entre H; et H}) en un isomorphisme
entre ¥Y(H,) — ¥(H,) et ¥(H, ® H,). On va donc essayer de reconstruire un modeéle utilisant cet
isomorphisme.

La deuxiéme idée est que, si H; et H} ne sont pas canoniquement isomorphes'?, c’est par contre le
cas de Z(H,) et £(H7), grace a I'isomorphisme suivant :

Définition 10.4 : transposée
Si H; est un espace de Hilbert de dimension finie et f € ¥ (H;), on définit la transposée de f,
notée ‘f par:

Pour tout ¢ € Hy, ‘f(p):=¢of

121 sont “canoniquement anti-isomorphes” & cause de problémes de C-linéarité.
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Proposition 10.5 : ¥(H,;) ~ 2%(H;)

Soit H; un espace de Hilbert de dimension finie. La transposée définit un isomorphisme entre
%(H,y) et Z(H7).

Preuve : linjectivité est immédiate, car ‘f = 0 implique que pour tout @, @ o f =0 ce qui est
impossible s'il existe x tel que f(x) #0.

La surjectivité en découle en dimension finie, mais on peut également utiliser 'argument
suivant : H; étant un espace de Hilbert, on peut identifier H; et H* en identifiant x € H;
et la forme linéaire sur H} qui a tout ¢ associe ¢(x), que 'on notera X.

On a alors "f (X) = X o 'f , puis pour tout ¢ € H} : X0 'f () =X (po 'f) = ¢ (f(x)). Cest a
dire “'f (X) = f (x), et donc a l'identification H, ~ H;* pres, ‘‘f = f.

La transposée est involutive et injective, c’est donc une bijection. *

Forts de ce nouvel outil, revenons sur un point que l'on a totalement passé sous silence lors de la
définition des ECQ.

Aprés avoir défini la polarité L ,ona pu définir la négation ~ X de I'espace X. On commence
pour cela par définir sa trame, |[~X| := |X|. Derriére cette définition se cache soit une identification
de |X| et |X|* (et donc le choix d’'une base), soit une obligation d’utiliser 'isomorphisme 0 plut6t
que y puisque l'on veut bien un isomorphisme entre ¥ (H,) — ¥(H,) et ¥(H, ® H,) (et pas
2(H; ® Hy)).

Avec la transposée, on peut définir une relation de polarité mettant en jeu des éléments de 52 (H;)
et de #(H7) :

Définition alternative de la polarité :
Si H; est un espace de Hilbert de dimension finie et f, g sont respectivement dans s (H;) et
#¢(Hy), on dira que f et g sont polaires, noté f ,Ug ,Si:

Tr('f §)=Tr(f 'g) € [0,1]

On peut a partir de 1a définir ~X de trame |X|*, et redéfinir a partir de la les différentes notions qui
apparaissent avec les ECQ. On utilisera bien siir I'isomorphisme y a la place de 0, ce qui permettra
de se restreindre aux opérateurs positifs sans perdre I'identité, car Id étant superpositive, y;4 est
positive par le théoréme 9.

Avant de poser les définitions, voyons quelques propriétés de la transposée, utiles pour la suite.

Lemme 10.6 : représentation matricielle et transposée

Soit B :=(]ey), ..., |e,)) une base de I'espace de Hilbert H; et notons B* := ({e4], ..., {e,|) la base
duale de Hj.
Alors, si h € 5#(H,) est représenté par la matrice A dans la base B, 'h est représenté par ‘A (la

matrice transposée de A) dans la base B*.
Preuve : posons C la matrice représentant ‘h dans B*.

Pour toute matrice M, on notera M, ; le coefficient en position (i, j) de M.

Ona:
C;; = composante sur (e;| de ‘h({e;]) = composante sur (ej| de (e;|oh
= (e;] o h(le;)) = composante sur |e;) de h(|e;)) =A;;
Ce qui prouve bien que C = ‘A. *
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Corollaire 10.7 :

1. La transposée d’'un opérateur positif est positive.
2. La transposée préserve la norme des opérateurs.
3. La transposée préserve la trace des opérateurs

Preuve : immédiat avec le lemme, la transposée d’une matrice positive est positive et a la
méme norme et la méme trace. *
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11 Espaces Cohérents Positifs

On utilise la notion de polarité vue en 10.4, ce qui permet de définir le polaire d'un ensemble
d’opérateurs positifs.
Définition 11.1 : polaire positif
Si X C #*(|X|) —I'ensemble des hermitiens positifs sur |X|— on définit le polaire positif de X
par:

~tX ={he#T(X|") | VgeX, g Lth}

S’ensuit la définition des espaces cohérents positifs :

Définition 11.2 : espace cohérent positif

On appellera espace cohérent positif (ECQ") de trame |X| tout sous-ensemble de s#1(|X|) égal
a son bipolaire positif.

Cette nouvelle dualité vérifie les mémes propriétés de base que ~, a savoir :

Lemme 11.3:

1. La polarité positive est décroissante pour l'inclusion : X €Y implique ~TY C ~*X .
. La bipolarité positive est donc croissante pour I'inclusion.

. La polarité positive échange union et intersection : ~T(XUY)=~tXNn ~"Y .

. Pourtout X , X C ~t~FX .

. Pour tout X , ~*X est un ECQ*" : ~™~t~tX = ~TX .

g h WN

11.1 Le théoreme du Bipolaire

On va montrer ici la version ECQ* du théoréme du Bipolaire.

Par rapport a la version ECQ, on est confronté a un nouveau probléme : 'ensemble des opérateurs
positifs n’est pas un espace vectoriel. Cela complique l'utilisation du théoréme de hahn-Banach car
rien ne garantit que la forme linéaire obtenue corresponde a un opérateur positif.

On contourne le probléme en utilisant un théoréeme un peu moins général que le théoreme de Hahn-
Banach, mais également plus précis : le théoréeme de projection sur un convexe.

On montre donc le théoréeme suivant :
Théoréme du Bipolaire positif :
X C #7(]X]) est un ECQ si et seulement si :
1. X est non-vide.

2. X est convexe et fermé

3. SixeXety<ux,alorsy €X.

Rappelons I’énoncé du théoréme de projection sur un convexe dans un espace de Hilbert.

58



Théoréme de projection sur un convexe :

Si C est un convexe fermé d’un espace de Hilbert, il existe une unique application p. avec la
propriété suivante :

pour tout z € C, (z — pc(x)|x — pc(x)) <0

On appelle cette application projection orthogonale sur le convexe C.

De plus, pour tout x, le projeté p.(x) est le point de X a distance minimale de x.

Ce théoreme implique le théoréme de Hahn-Banach (version géométrique) dans le cas particulier
des espaces de Hilbert. Dans notre cas, il présente I'avantage de donner plus d’informations sur la
forme linéaire obtenue par 'axiome du choix dans le cas général.

On aura également besoin du lemme suivant :

Lemme 11.4 :

Soient x et y des opérateurs positifs d'un espace de Hilbert U de dimension finie. Si x —y > 0,
alors |[x = ylly < llx|l,
Preuve :

llx = yll3 = Tr((x = y)*) = Tr(x®) + Tr(y*) = 2Tr(xy) = |Ix|I3 = Tr((x = y)y) — Tr(xy)

Or, x et y sont positifs, donc Tr(xy) > 0 et x — y est positif donc Tr((x —y)y) = 0. On a bien
|lx = ¥l13 < llx|[3 et donc ||lx — yll5 < [lx|l,.

*

Preuve du théoréme : Soit X un ECQ*. Montrons que X vérifie 1.-3.. On pose Y =~"X.
Ona X =~"~TX =~TY.

1. Lopérateur nul est positif et vérifie pour tout y € Y, Tr(‘y0) = Tr(0) =0 € [0, 1], donc
0eX.

2. Soit x1,x5 € X et t € [0,1]. Montrons que x = tx; + (1 — t)x, appartient a X. Tout
d’abord x est positif comme somme de deux opérateurs positifs, de plus, soit y € Y, on
aTr(tyx)=tTr('yx;)+ (1 —t)Tr(‘yx,) € [0,1]. Donc X est convexe. De plus, X est
l'intersection de I'ensemble des opérateurs positifs (fermé) avec les images réciproques
par les applications continues x — Tr(‘yx) pour tout y €Y de [0, 1] (fermé), c’est donc
également un fermé.

3. Soit x € X et 0 < z < x. Montrons que z appartient a X. Soit y € Y. Comme z est positif,
Tr('yz) = 0, et comme x — g l'est également, Tr('yz) = Tr(‘yx) — Tr('y(x —2)) <
Tr('yx)<1.

Montrons l'implication réciproque. Soit X vérifiant 1.-3.. Soit x & X, positif. On va montrer
que x g~T~FX.

Posons y = px(x) la projection de x sur le convexe fermé X, et z = x —y. On veut montrer que z
est positif. Pour cela, on décompose zen z =2z, +z_,avecz, >0,z_<0etz,z_ =22, =0,
puis on montre que z_ est nul.

On note P la projection orthogonale sur Im (y)y et z” = Pz_P . Montrons que 2’ est nul.

Limage de 2z’ est incluse dans celle de y donc il existe A; > 0 tel que pour tout 0 < A < A4
lopérateur y+Az’ soit positif : sur Im(y), y n’a que des valeurs propres strictement positives et
donc y est dans lintérieur de ¢ (Im(y)). Il existe donc une boule ouverte de centre y incluse

dans s#*(Im(y)). Notons r son rayon : ler, T fournit un A;. En effet, pour tout 0 < A < ler, i

¥ + Az’ est a une distance inférieure a r de y et est donc positif.
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De méme, I'image de 2z’ est incluse dans celle de z_ donc il existe A, > O tel que pour tout
A < A,, lopérateur z_ — Az’ soit négatif.
Posons A = min(A1,A,) > 0, y + Az’ est positif et inférieur 4 y € X donc y + Az’ € X, de plus,
ona:

llx = @ + 2215 = llz4 + (- + 2213

Or,z,2_=0etz,2” =0donc

llx = (r + 225 = Iz 5 + Iz — Azl |[;

D’aprés le lemme appliqué & —Az” et —z_, ona ||z_ + Az ||2 < |z_||3 donc

[lx = (v + 2N < Nz |13+ 2113 = Nz + 22113 = llx = ¥113
Comme y est la projection sur le convexe X, par unicité de py, on a Az’ =0 et comme A > 0,
2z =0.
On en déduit que z_ est également nul. Comme 2z’ = 0, on a Im(z_) C Ker(y). De plus, par
définition, Im(z_) € Ker(z, ). Soit alors |v) € Im(z_), on a 0 < (v|x|v) = (v|z_|v) < 0, d’ol
(v|z_|v) = 0 pour tout vecteur |v). On a bien z_ =0, et donc z =z, > 0.
Soit £ = ||z||§. ¢ est strictement positif puisque x ¢ X. On pose M = (y|z) + g >0etg = %
Montrons que z’ € ~TX. En effet, pour tout x, €X,ona:

Tr(xo(x — px(x)))
M

Tr(x,'s') = Tr(xoi) =
M

Or, d’apres le théoreme de projection sur un convexe :

Tr(xo(x —y)=Tr((xo—y)x —y)+ Tr(y(x —y)) < Tr(yz) < M.

donc Tr(x,%’) < 1. De plus, 2’ > 0 donc 2’ € ~"X. Enfin, Tr(x %) = Tr((}l'\;z)z) = M;/z > 1

donc x n’appartient pas au bipolaire de X, ce qui acheve la démonstration. *

11.2 Lisomorphisme dans le cas positif

On va adapter I'isomorphisme y (initiallement isomorphisme entre espaces de matrices) a notre
cadre.

(dans ce qui suit, H, et H, sont des espaces de Hilbert de dimension finie.)

Théoréme 10 : £ (H,) — ¥(H,) ~ % (H; ® H,)
Lespace des applications linéaires de £ (H;) dans £ (H,) est isomorphe a celui des opérateurs
de H ® H,
On notera provisoirement cet isomorphisme C.

Preuve : similaire au théoréme 2, on utilise toujours I'identification 7.1 et la commutativité a
isomorphisme pres du produt tensoriel *

En réalité, { n’est rien d’autre que la version indépendante de la base de y, au sens suivant :
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Proposition 11.5 :

Soit B := (|ey), ..., |e,)) une base de H; et C := (|f;), ..., |f,)) une base de H;. On note B* :=
({e1l, ..., (e,|) 1a base duale de Hj.

Soit F € ¥(H,) — £(H,). On note F’ 'application sur les matrices induite par F en passant
par les représentations dans les bases B et C.

Alors, {(F) correspond dans la base B* ® C a la matrice yp.

Preuve :

On montre le résultat pour les F; ;; qui envoient [e;)e;| sur |fi){f;| et les autres projecteurs
le;/)ej | sur 0. On en déduira le résultat par linéarité, les F; ; , ; formant une base de £(H;) —
%(H,).

Du point de vue de l'identification 7.1, F; ; ; ; correspond au vecteur |f;) ® (f;| ® (e;| ® |e;). On
a donc {(F; i) = {e;| ® |fi) ® le;) ® (fil, ce qui correspond dans la base B* ® C a la matrice
avec 1 en position (i, k), (j,1) et 0 partout ailleurs.

F'(E1y) ... F'(Ep)

Ensuite, comme x, = : : =E;; ® Ey; , Cest a dire la matrice avec des
F(E,) ... F'(E,)

0 partout et 1 en position (i, k), (j,1), on a bien le résultat. *

Pour cette raison, on identifiera les deux isomorphismes et on notera xy au lieu de {(F).
De plus, Uinverse de y sera noté (.).
Corollaire 11.6 : #*(H,) —»* Px#*(H,) ~ #*(H; ® Hy)

| Soit F € ¥(H,) — %(H,), xr est positive si et seulement si F est superpositive.
Preuve : grace a la proposition 11.5, on peut appliquer le théoreme 9. *

Clest cette propriété qui nous intéresse pour les ECQ™, mais le théoréme 9 est bien sfir toujours
valide.

Enfin, on a une propriété reliant la trace et 'isomorphisme qui nous sera utile pour certains calculs.

Corollaire 11.7 :
Pour tout ¢ € £(H;® Hy)on a:

Pour tous x € Z(H}) ety € £(H,) , Tr (¢.(x ® y)) = Tr ({¢$) x).y)

Preuve : 1a encore, la proposition 11.5 permet d’appliquer la proposition 10.3. *

11.3 Les connecteurs positifs

On peut maintenant donner une nouvelle définition des connecteurs, en suivant un peu l'esprit
de ceux des ECQ. La positivité va pourtant changer les choses, notemment lorsque I'on prendra le
bipolaire positif d’'un ensemble d’opérateurs.

11.3.1 Additifs
Définition 11.8 :
Si A et B sont des ECQ™, on pose A®™ B, de trame |A| @ |B] :

A®TB:=~"~T{Ax®uy | A,u>0, A+u<1, x€A, y€B}

130n note A—7T B pour A — B restreint aux superpositifs.
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Plus intuitivement, A&™" B correspond a A® B auquel on aurait ajouté des éléments hors-diagonale
pour obtenir tous les positifs dont la version réduite est dans A® B.

On définit dualement : A&*B = ~* ((~*A)®" (~"B)). On peut également définir le &~
directement.

Proposition 11.9 :
" SiAet B sont des ECQ™,ona A&*B={he #"(|A|®|B|) | myhm, €A et mphmz €B}

Preuve : posons X := {h € #1(|A|®|B|) | Tahm €EAet mphmp €BletY :={Ax®uy |x €
(A yes#T(BI*) A,u=0,A+p<1 xe~tA y e~"B}.

Soith € 4%+(|A| 52 |B|), on pose hA = ’TClAlhTtlAl et hB = ﬂ\B|hﬂ|B|‘
SiheX,soitgeY.OnaTr('gh)=Tr(A'xh,) + Tr(u'yhg) <1 car x e~TA, y e~*B et
A+uwu<1.Donche~"Y.

Cestadire X C~TY

Réciproquement, si h n’est pas dans X, alors on a h, & A ou hy & B. Supposons que hy € A, le
probléme étant parfaitement symétrique.

On a alors, A étant un ECQ", w €~"A tel que Tr(wh,) > 1. Mais alors, w’' := w & O
appartenant a Y et Tr(w'h) = Tr(wh,) > 1,ona h&~"Y

Donc X =~"Y. Comme ~tA® ~*B=~"~1Y,0on a

X :N+Y = N+N+N+Y = N+(N+A®+ N+B)‘ *

11.3.2 Multiplicatifs

Pour définir les connecteurs multiplicatifs, on va suivre les idées de la discussion en 10.1. On
commence donc par définir 'implication linéaire :

Définition 11.10 :
Si A et B sont des ECQ™, on définit A—*B par

A—*tB:={yz |F €a—"*B}

Ceci nous permet de dériver les connecteurs ®* et %8 * comme en 7.3.2.
Ici aussi, on peut donner une définition alternative d'un des connecteurs :

Proposition 11.11 :
SiAet B sont des ECQT,onaA®t B =~*"~1{a® bla €A, b € B}
Ceci prouve également que A®" B et donc A— "B et A% "B sont des ECQ™.

Preuve : on note X 'ensemble {a ® bla €A, b € B}.

Six®yeX,etyr €A—T(~TB),ona Tr(xs.(x®y)) = Tr(xs.x ® 'y) = Tr(F(x).%y).
Comme F € A—T (~B),onay; LTx®y.

Ceci valant pour tout F € A—"(~"™B)=~"(A®"B),onax®y €cA®" B.

OnadoncX CA®TBet ~™~TX CA®*'B.

Réciproquement, soit yz € A— (~1B). Soit x ® y € X . On a par le méme calcul Lrx ®yet
donc yr €~TX . Par décroissance de ~" pour l'inclusion, on a bien A®" B € ~T~TX . *

11.3.3 Distributivité

On a toujours I'isomorphisme de la section 7.3.3.
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Proposition 11.12 : distributivité

®7 distribue sur &7, :
pourtousA,B,C A®T(Bo&TC)~(A®TB)ot(A®tC)

Dualement, %8 distribue sur &™.

Preuve : on fait la méme démonstration que pour 7.3.3. La seule chose a vérifier est que
I'isomorphisme est bien superpositif, ce qui est une conséquence du théoreme 9. *

11.4 Booléens et connecteurs

On va maintenant revenir sur 'exemple des booléens quantiques, pour voir ce qui change avec la
restriction aux positifs.

Les définitions ne changent pas car les booléens et anti-booléens quantiques sont des ECQ™ :

Proposition 11.13 :
Soit H un espace de hilbert de dimension finie :
1. Pg.={"h | hePy}tetNy.={'h | he Ny}
2. ~tPy; =Ny
3. Py et Ny sont des ECQ™
Preuve :

On utilise le corollaire 10.7 : la transposée préserve la positivité, la trace et la norme des
opérateurs.

On en déduit que ‘Py C Py- et 'Ny C Ny. mais comme la transposée est involutive et que
(H")*=H,ona

PH* = ttPH* - [P(H*)* = tPH
d’Otl PH* == tPH et NH* = tNH.

Comme la transposée conserve la trace et la norme triple, pour les mémes raisons que pour les
espaces cohérents quantiques, Ny €~ Py et Py C~TNp.

Montrons que ~" Py C Ny..
Soit n € ~TPy et 'n sa transposée. Soit ) le vecteur de H tel que (| n|y) = ||| nll| = ||Inll|.
Lopérateur |\ ){1p| est dans Py, donc

lnlll = Tr('nhp)p)) < 1
et n appartient bien & Ny;.. D’'ott N =~*Py;. Lensemble Nj; est un espace cohérent quantique.
Montrons que ~TNy. C Py.
Soit p € ~Ny.. Lidentité de H* appartient a Ny. donc
Tr(p)=Tr(pldy) =Tr(pTdy) <1

donc p appartient & Py. D’oll P; =~1Ny.. Lensemble P, est un espace cohérent quantique.
P app H H H H p q q

*

On va voir que 'on perd un peu sur le ®* de deux booléens quantiques qui, s’il est toujours 'espace
cohérent engendré par les séparables, n’est plus simplement son enveloppe convexe. En revanche,
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le connecteur %8 se comporte beaucoup mieux et permet de former I'espace de tous les états sur
le produit tensoriel des trames, y compris les états intriqués. Comme on se restreint ici aux positifs,
on obtient exactement ces états et rien “en trop” comme c’était le cas auparavant.

Théoreme 11 : états séparables

Soient H; et H, deux espaces de Hilbert. On note encore Sep 'ensemble des matrices de densité
représentant un état séparable de H; ® H,, i.e. Sep est 'enveloppe convexe de I'ensemble X :=
{P1®p,y | Vip; =0, Tr(p;) =1}. On a alors :

Py ®F Py, =~"~"Sep

Preuve :
Soit Y 'ensemble engendrant Py ®* Py, cest-a-dire, Y = {p; ® p, | p; € Py, et p, € Py }.

Montrons que Sep est inclus dans Py, ®+ Py,.

En effet, pour tout x, lopération y — Tr(y ‘x) étant linéaire et le segment [0, 1] étant convexe,
les espaces cohérents positifs, dont Py, ®* Py,, restent des convexes (fermés de surcroit). Or,
X est inclus dans Y donc son enveloppe convexe Sep est inclus dans I'enveloppe convexe de Y
elle-méme contenue dans ~"~"Y puisque cet ensemble est un convexe contenant Y.

On en déduit que ~*~*Sep C~*~*Y =Py @1 Py .

Réciproquement, Y est inclus dans [0, 1]Sep, qui est 'enveloppe convexe de {0} U Sep. Or, 0O
appartient & tout espace cohérent positif donc {0} U Sep est inclus dans ~*~*Sep et donc son
enveloppe convexe [0, 1]Sep aussi. On a donc Y C ~*~*Sep.

On en déduit que Py, ®* Py, =~"~"Y S~ ~"Sep.

Finalement, on a bien Py ®* Py =~"~"Sep. *

Théoréme 12 : B T et intrication

Soient H, et H, des espaces de Hilbert de dimensions finies. On a :

PH1 78+PH2 = PH1®H2

Preuve : Par définition, 'ECQ™, Py 8 +PH2 est le polaire de I'ensemble :
N :={n; ®n, | n; €Ny: , ny € Ny:}.

Soit p € Py 78 +PH2‘ Par définition des ECQ™, p est positif. De plus, comme les identités de H;
et H; appartiennent respectivement a Ny: et Ny, leur produit tensoriel, & savoir I'identité de
H; ® Hj, appartient & N, car sa transposée n’est autre que l'identité Id de H; ® H,.

On en déduit que la trace de p est inférieure ou égale a 1. En effet,

Tr(p) =Tr(plId) € [0,1]
par polarité.
On a bien p € Py gy, -

Réciproquement, si p € Py, gy, alors pour tout n; € Ny: et ny € Ny;, ona:

Tr(p'(ny ®ny)) < Tr(p)lliny ® nyll| = Tr(p)llIny ||]]ln,|I
Or, Tr(p) <1, [lIm1]ll < 1 et [||ny]l] <1 donc

Tr(p‘(n; ®ny)) € [0,1]
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Autrement dit, p est dans le polaire de N, c’est-a-dire dans Py, ¢ +PHZ. *

11.5 Positivité et dimension infinie

Depuis le début de ce mémoire, on n’a manipulé que des espaces de dimension finie. La raison étant
que le point de départ de la construction, la trace, n’est pas définie sur tout J#(H;) pour H; de
dimension infinie.

Pourtant, la dimension infinie semble étre le bon endroit pour interpréter 'exponentielle. On pense
en particulier a I'espace de Fock symétrique qui présente une bonne analogie avec les multi-
ensembles qui fournissent un modele de I'exponentielle dans le cas discret.

Dans [8], plusieurs solutions sont envisagées pour contourner le probléeme de non-définition de la
trace :

o Serestreindre a I'idéal bilatére des opérateurs a trace. Cette solution ne conserve aucun opérateur
inversible, et donc ne conserve pas le “twist” dans le cas de X —X. On n’aurait donc pas 6,4 dans
X—X.

« Se placer dans un « facteur de type II; » ou la trace est finie. Cette solution impose de nombreux
changements au modele pour aller vers la géométrie de linteraction, qui est « une tout autre
histoire ».

e Méme si la trace n’est pas définie sur tout 5#(H;), elle a un sens comme élément de [0, +o00] pour
les opérateurs positifs (on parle alors de trace semi-finie). Malheureusement, on bute encore sur
le probléeme du “twist” qui n’est pas positif.

Or, on vient justement de voir qu’en changeant d’isomorphisme entre X — Y et ~X % Y, on pouvait

se restreindre aux opérateurs positifs sans perdre I'image de I'identité dans X — X, ce qui efface

potentiellement I'obstacle a la troisiéme solution : utiliser une trace semi-finie sur les opérateurs
bornés positifs d'un espace de Hilbert de dimension infinie.

Bien que cela promette un certain nombre de complications techniques, on pourrait essayer
de voir jusqu’ou cette construction peut étre poussée. En particulier, étudier plus en détails la
possibilité d’interpréter 'exponentielle dans des espaces aux symétries différentes (bosoniques et
fermioniques) pourrait étre trés intéressant.

11.6 Un autre exemple : I’électron et le positron

La premiere prévision théorique de l'existence d’antimatiere est dlie a Dirac et son équation,
admettant des solutions sans interprétation physique a cette époque, qu’il a interprété comme une
nouvelle particule, le positron, antiparticule de I’électron.

Quand une particule est confrontée a son antiparticule, celles-ci s’anihilent. Or, en logique linéaire,
on assiste au méme phénomeéne lorsqu’on confronte A et ~*A. On va donc pour cela interpréter un
électron comme un espace cohérent A et voir que le polaire de A interprete de facon anologue les
positrons.

11.6.1 Espaces cohérents positifs et projections

Soit H un espace de Hilbert et G un sous-espace de Hilbert de H. On note G+ son orthogonal et P
la projection orthogonale de H sur G.

Définition 11.14 :
On note A; 'ensemble des opérateurs positifs sur H nuls sur G*. Autrement dit,

Ac={p=0| PpP=p}

On a la propriété suivante :
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Proposition 11.15 :
L'ensemble A; est un espace cohérent positif et admet pour polaire :

+ _t
~TAg = Age.

Preuve : Soit p €A et pt € A;1. Comme la projection orthogonale sur G* est 1 — P, on a :

Tr(ppt) = Tr(PpP(1— P)p*(1 - P))
Or, P(1-P)=P—-P2=P—P=0,donc
Tr(pp*) = Tr(0) =0.
On en déduit que "A;: est inclus dans le polaire de Ag.

Montrons I'inclusion réciproque. Soit i € ~tA; et n = i sa transposée. Pour tout vecteur [1p)
de G, et r réel positif, 'opérateur r|y)(+p| appartient a A; donc :

r($lnlg) = Tr(rly)pln) € [0,1]

{$Inp) = 0.

Mais comme PnP est un opérateur positif, on en déduit que PnP = 0.
Autrement dit, n se met sous la forme

n=Pn(l1-P)+(1—-P)nP+(1—-P)n(l1—-P)
Soit |u) € G et |v) € G+, on a, comme n est positif :

(u+vinlu+v) =2Re({u|n|v)) + (v|njv) =0
En remplacant |v) par r|v) ol r est un réel positif, on obtient 2rRe({u|n|v))+r2(v|n|v) >0, en
divisant par r, 2Re({u|n|v)) + r{v|n|v) > 0 puis en faisant tendre r vers 0, on a :
2Re((u|n|v)) =0

Enfin, en changeant |u) en —|u), on obtient Re({u|n|v)) =0etenilu),ona:

(ulnlv) =0
pour tout |u) € G et |v) € G, autrement dit Pn(1—P) = 0, et donc (1—P)nP = (Pn(1—P))* =
0, n se met sous la forme :
n=(1-P)n(1-P).
L'opérateur n appartient donc bien a Ag..

Dol ‘AgL =~TA.

On en déduit que ~"~FA; =~ (‘A1) = ‘~FAgL = ALy Or la transposée est involutive
et (GY)* = G donc ~*~"A; =A;. Lensemble A; est un espace cohérent positif. *

Remarque : on ne retrouve pas ce résultat avec les ECQ classiques. D’une part, A ne vérifie pas les
conditions imposées par le théoréme du Bipolaire, et donc n’est pas un espace cohérent quantique.
D’autre part, son polaire (en tant qu’ensemble) ne contient pas nécessairement que des opérateurs
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positifs, comme on limpose pour les espaces cohérents positifs, donc ses éléments admettent des
coefficients par bloc hors diagonaux.
11.6.2 Equation de Dirac

On s’interesse a 'évolution libre d’une particule. L'équation de Dirac décrit I'évolution d’un électron
ou d’un positron en I'absence de champ ou de toute autre particule.

Dirac part de la relation énergie-moment relativiste :

E2 = c2p? + m2c*
ol E est I'énergie, c la vitesse de la lumiere, m la masse de la particule, et p son impulsion.
En mécanique quantique, on fait la substitution :

E <« ihd,,
p <« —ihV

La relation énergie-impulsion correspond alors a ’équation de Klein-Gordon :
2421 _ 2.2 2 .4
—h0 " = (—h"c*A+m=c" .

Afin de réduire cette équation d’onde en deux équations d’ordre 1 par rapport au temps, Dirac
propose d’utiliser des matrices. En d’autres termes, il cherche des opérateurs (a;) pouri =1,2,3 et
B tels que 'équation :

o = (Z a;p; + Bme* P

élevée au carré redonne I'équation de Klein-Gordon. En réalité, Dirac cherchait des nombres a; et
[, cependant les relations que ces objets doivent verifier :

a;a;+ oo, =28, i,k=1,2,3
alf)-l-[f’)(xl—() l:1,2,3
pr=1

en font des opérateurs de dimension au moins 4 x 4.

Une solution pour cet ensemble d’égalité est :

10 0 O
lo1 0 o
P=10 0 -1 o
00 0 -1

et

oll les o; sont les matrices (2 x 2) de Pauli :

0 1 0 —i 1 0
%1711 0/)°%27 (i 0/)'9%7 {0 -1

On obtient alors 'équation de Dirac :

thdp = Hop

ol H, est le Hamiltonien :
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2 P

. mc“ld —ihAcV
Hy = —ihcdV + pmc? = o .

0 +P —iidV  —mc?Id

Ce Hamiltonien est un opérateur auto-adjoint de I'espace de Hilbert H!(R®)*. Son spectre est
J —00, —mch U [mcz, 00 [ De plus, tout vecteur propre d’énergie (de valeur propre) positive E de H,,
correspond a un vecteur propre d’énergie —E de H,. Les solutions d’énergie positive s’'interpretent
usuellement comme les états possibles de I’électron. En revanche, les états d’énergie négative (et

surtout dont I'énergie tend vers —oo) posent probléme.

La solution que propose Dirac, en analogie avec le comportement des particules en présence d’un
champ, est d’interpréter ces solutions d’énergie —E comme des particules de méme masse que
I'électron m, d’énergie E mais de charge opposée +e : cest la premiere prédiction théorique de
I'existence des positrons.

11.6.3 Lien avec les espaces cohérents positifs

Soit Ey, ..., E, des valeurs propres de H, associés aux vecteurs propres [}7), ..., |{7). Le Hamilto-
nien H, admet des vecteurs propres correspondante, [\}),..., |\ ) de valeur propres —E,...,—E,.
En d’autres termes, pour chaque électron d’énergie E;, on considere son antiparticule de méme
énergie.

Enposant H = Vect(|p]), ..., [WF), [W]), ..., 1)), HY = Vect(|g7), ..., [¥!)) et H™ = Vect(|y), ...

on obtient la somme orthogonale :

H=H'®H".

D’aprés ce qu'on a vu précédemment les espaces A+ et Ay~ sont des espaces cohérents positifs et

~+AH+ e %H, =A(H—)*
le polaire de l'espace des électrons d’énergies E;,...,E, est donc canoniquement isomorphe a
I’espace des positrons de mémes énergies.

Confronter les formules A et ~1A & travers la régle de coupure “annihile” les formules A et ~TA.
Remarquons néanmoins que ces formules intéragissent dans un environnement. En effet, la régle de
coupure s’écrit

FT,A F A, ~TA
FT,A

(Cut)

Autrement dit, les formules A et ~*A interagissent via I'environnement réunissant les multien-
sembles de formules I" et A. A priori, ces multiensembles peuvent étre vides, mais on peut montrer
qu’au moins 'un des deux ne l’est pas, puisque le séquent F @ voire - L (L étant I'élément neutre
de ®) n’a pas de sens.

On a donc besoin d’un élément extérieur pour faire interagir deux formules polaires.

Dans un certain sens, cela rappelle le fait qu’en confrontant un électron a un positron en les faisant
intéragir par le biais d’un photon, les deux particules s’anihilent également. Mais une fois de plus,

I’électron et le positron sont plongés dans leur environnement. Seuls, en parfaite solutions de
I’équation de Dirac, ils ne peuvent pas étre confrontés 'un a I'autre.

Finalement, on peut imaginer que I’électron et le positron pris séparément sont comme les formules
Ap+ et A~y pris dans des séquents différents. A partir du moment ot on les réunit grace a une
régle de coupure, leur environnement entre en jeu et leur permet de se détruire mutuellement.
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12 Interprétation des preuves

On va maintenant décrire la facon dont les ECQ'* permettent d’interpréter les preuves de logique
linéaire. Pour le cas des espaces cohérents classique, voir par exemple [6], chapitre 9.

L’idée est que I'on va associer a toute démonstration d’un séquent I' + B un élément de [I'] — [B]
(en fait une application de [T'] — [B], a travers I'isomorphisme [.]). On définit donc I'interpréta-
tion récursivement, régle par regle.

On arrive ainsi a interpréter le fragment parfait de la logique linéaire, généralement appelé MALL
(pour multiplicative additive linear logic).

Interprétation des formules :

On considere que les formules que 'on manipule sont formées a partir de formules atomiques qu’on
notera X;,X, ..., des connecteurs de la logique linéaire (®,®, %, &) et de la négation linéaire.
On peut alors définir I'interprétation [.] :
o Les formules atomiques sont interprétés par les booléens de dimension 2, [X;] := Pegc
¢ Les formules composées sont interprétées de facon transparente :
- [~A] :=~[A]
[A®B] := [A] ® [B]
[Ae® B] := [A] @ [B]
[A%B] := [Al % [B]
- [A&B] :=[A] &[B]

e Une suite de formules ' = A;,A,,... A, gauche du symbole F sera interprétée par : [A;] ®
[A,] ®---® [A,] . A droite du symbole +, on l'interprétera par [A;] B [A,] 7% ... B [A,].
Cependant, pour une meilleure lisibilité on ne notera pas les [.] s’il n’y a pas de risque de confusion

entre la formule et 'espace cohérent associé.

Interprétation des preuves
On ne regarde que certains cas, en particulier ceux qui nous serviront dans la sous-section suivante.

Notation :

Ft Tra
signifie que Uapplication f interpréte la preuve de I' - A.

Axiome :

Id () -

AFA
L'axiome s’interpréte par une identité.
Tenseur :
f®chj rra ° AFrB
' r'-A®B

La régle du ® s’interprete en formant le produit tensoriel des applications linéaires interprétant
les deux preuves que I'on combine.

140n donne Pinterprétation pour les ECQ, mais cela fonctionne également dans le cas des ECQ*.
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Avec :

f@J;j rra ° TrB
' r+A&B
La régle du & correspond a une somme directe des interprétations des deux preuves
concernées.
Plus droit :

iAof’fL
rHA®B

(ou i, est Uinjection des opérateurs de la trame de [T,A] dans ceux de trame de [T',A&BT)

Le plus gauche correspond a composer avec une injection qui plonge I'espace d’arrivée du
morphisme de départ dans un espace plus grand.

En utilisant 'isomorphisme [.], on peut en déduire une forme équivalente qui nous servira dans la
suite :

f:

Fomy: ILAFC

ILA&BF C

(ot Ty est la projection des opérateurs de la trame de [T',A&BT] sur ceux de la trame de [F,A])

Nous n’allons pas étudier en détail les propriétés de cette interprétation. Regardons simplement un
des points sur lesquels les ECQ se démarquent des modéles plus classiques de la logique linéaire, la
1 -conversion.

12.1 n en logique

La logique informatique s’intéresse avant tout a la dynamique des preuves, et les questions sur les
facons de réécrire des preuves forment donc le sujet central de ce domaine.

On a déja parlé d’'une premiére facon de réduire les preuves : ’élimination des coupures (qu'on
appelle souvent 3-réduction). Il existe autre chose que I'on peut chercher a éliminer : les identités.
Plus précisément, on peut chercher a voir la différence entre une identité globale, comme dans la
preuve :

ALB - Agp ‘vxiome

et un “recollement” de deux identités, comme dans la preuve :

Axi — (Axi
LA( (}l’ize()iroit) LB( (}i(l)zeéauche)
A&BF A A&B F B (Aveo)
A&B F A&B
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Une autre facon d’aborder le sujet est de dire que I'on se pose la question : « peut-on réduire une
formule a la combinaison de ses sous-formules ? »

La plupart des modeéles classiques ne font pas la différence entre les deux, tout simplement parce
que si les objets que I'on manipule sont des ensembles :

(Idy,Idg) : AXB —AXB estexactement la méme chose que Id,,p

On finit donc par dire que la deuxiéme preuve (qu’on appelle forme m-exspansée de la premiére)
est “plus réduite” que la premiére, mais de facon relativement arbitraire.

12.2 1 dans les ECQ

Les ECQ vont faire profiter de leur point de vue quantique, dans lequel justement un systéme ne
peut se réduire a ses sous-systémes quand il y a intrication.

En fait, on peut reprendre I'exemple ci-dessus et voir que linterprétation des deux preuves est
différente dans les ECQ.

Evidemment, on obtient toujours la vraie identité dans le premier cas

ldeneis) e s ags
Mais la deuxiéme preuve donne par contre :
ldseqay : —m 1deasn © 55
(Idseqan© ma) @ (Idsey © ) - ALBE AA&B = A&BA&B =

Si on représente les opérateurs par des matrices par blocs (correspondant a la décomposition
|A| @ |B]), on voit que l'action du morphisme interprétant la deuxiéme preuve est :

e v) = (6 )

C’est a dire une identité pour les opérateurs déja réduits par rapport a la décomposition en |A| @ |B|.
Cela revient en fait a effectuer une mesure “sans lecture” de I’état du systéme. Cela se comprend
mieux sur un exemple. Supposons que l'on interpréte A et B par '’élément neutre 1. Notons ¢
I'application qui interprete la preuve. On a :

o[ )]=(5 %)

. (e s . . . . 11
On voit que ¢ réduit I'état superposé \%Z(IO) + |1)), représenté par la matrice % (1 1) enun

simple mélange statistique correspondant aux probabilités d’obtenir |0) ou |1) en effectuant une
mesure.

Dans [6], J.-Y. Girard appelle cela I'identité « du gendarme », qui demande ses papiers a 'opérateur,
puis le laisse passer. Mais en mécanique quantique, demander les papiers d’un opérateur, c’est faire
une mesure (sans lecture dans notre cas) qui modifie I'état du systeme.

Le modéle n’identifie plus une preuve et sa version m-réduite, ce qui plaide plutét contre la -
équivalence, du moins quand on cherche a adopter un point de vue quantique.
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13 Conclusion

Nous nous sommes surtout attachés dans ce mémoire aux aspects techniques du modele des ECQ,
et sa correspondance avec les notions de mécanique quantique dont il s’inspire. Le point principal
étant la discussion sur la positivité des opérateurs. On peut en résumer les étapes importantes :

On a vu que le ® de deux ECQ constitués uniquement d’opérateurs positifs peut contenir des
opérateurs qui ne sont pas positifs. Ceci est lié au fait que les transformations envisagées pour
interpréter les preuves ne sont pas toutes superpositives.

De plus, quelles que soient les dimensions de H, et H,, Py, " Py, contient un opérateur admettant
—% comme valeur propre. Ceci enléve tout espoir que la dimension infinie “tue” les valeurs propres
négatives des opérateurs que l'on considére. Or, c’est justement la possibilité d’avoir des valeurs
propres négatives qui empéche de donner une notion de trace en dimension infinie.

On a ensuite constaté que l'on pouvait avoir un modele qui fonctionne en se restreignant aux
opérateurs positifs, en changeant d’isomorphisme entre A — B et ~A7% B. Cette approche semble
plus satisfaisante du point de vue physique (I’état des systemes physiques utilise des matrices
densité, positives) et permet d’envisager une extension en dimension infinie. La trace serait alors
remplacée par la notion de trace semi-finie, définie uniquement sur les opérateurs positifs, et a
valeurs dans [0, +00] .

Lintérét d’étendre la construction a des espaces de dimension infinie est que cela pourrait permettre
d’interpréter la modalité exponentielle, ou au moins quelque-chose d’approchant, dans les ECQ. En
effet, ’'espace de Fock symétrique (le cas anti-symétrique semble moins adapté mais pourrait étre
étudié malgré tout) présente des propriétés géométriques qui font penser a celles de 'exponentielle.
En particulier on a un isomorphisme S(U & V) ~ S(H;) ® S(H,) qui fait évidemment penser a un
isomorphisme fondamental en logique linéaire : !(A&B) ~!A® !B

Un fois maitrisés ces questions techniques, on pourra chercher a voir ce qu’apporte le modele des
ECQ (ou des ECQ™) a la compréhension de la logique linéaire. On a vu en 12, un début de reflexion,
sur le theme de I'n-expansion qui acquiert un vrai statut dans le modeéle des ECQ.

Mais il y a d’autres pistes a étudier :

¢ la question des connecteurs additifs reste traitée assez partiellement, car on n’a pas défini de
connectgur correspondant. au “plus quantique”, i.e., tel que Py, ®qu. Py, = Pu,eH, .

e en physique, on construit les espaces de Fock a l'aide de leurs opérateurs de création et
d’anihilation. Ceux-ci correspondent respectivement a faire entrer une particule dans le systéme
et a détruire une particule du systeme. Si 'on arrivait a interpréter I'exponentielle dans les espaces
de Fock, cela justifierait des régles logiques de la forme

X,X,T+ A IX,T F A

!X’ T |_ A (Anihilation) m (Création)

qui ne sont pas sans rappeller la logique linéaire différentielle de Thomas Ehrhard.

Ainsi, en mettant a jour des structures n’apparaissant pas dans les modeles ensemblistes, les ECQ
pourraient contribuer a une relecture quantique de la logique linéaire.
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A Annexe

A.1 Les regles de la logique linéaire
Pour les non-logiciens : comment lire un séquent ?

Les séquents sont une notation inventée par Gentzen utilisée pour rendre les preuves plus maniables
et qui a permis de mieux comprendre leur géométrie.
L'idée de départ est simple : écrire

AL, A,..,A, & By,By...B,

a la place de
A, ‘e’ A, ‘et’ ..A, = B; ‘o0’ B, ‘ou’ ...B,
Une démonstration en calcul des séquents est un enchainement d’étapes de la forme :

I FAL..T, FA,
TFA

(ott T, A,... représentent des multi-ensembles'® de formules.)

qui finissent par former ce qu’on appelle un arbre de preuve.

En logique linéaire démontrer le séquent A;,A,...,A, F By,B,...,B,, revient a démontrer la formule
Al ®A2... ®An qu 7832... 7?Bm .

Les regles de la logique linéaire, présentées en forme gauche/droite :

Axiome, implication et négation :

AFA (Axiome)

FI:FZ F AI)AZ

(Coupure)

CEAA i
_— egation
T,~AFA ¢
TLAFA

m (Négation)

Multiplicatifs :

rFA AFB
INAFA®B

(Tenseur)

ILABFC

— (P
rAsBrc °

Additifs :

rFA 'FB
I'FA&B

(Avec)

15Cest-a-dire des ensembles non-ordonnés, mais oll un élément peut apparaitre plusieurs fois. On peut par exemple parler
du multi-ensemble des racines d’un polyndme.
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rFA

m (Plus gauche)

rFA

m (Plus droit)

Exponentielles :

IrFA
IT 1A

(Promotion)

(T signifie que toutes les formules de T sont de la forme !A)

LA+ B
T,JAF B

(Déréliction)

'FB

m (Affaiblissement)

T,IA!AF B
T,JAF B

(contraction)
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A.2 Modélisation des algorithmes quantiques avec controle classique et
diminution de la trace

(194

Nous allons expliquer pourquoi on envisage des “états" quantiques de trace inférieure a 1. En réalité,
cela est di a une modélisation des transformations quantiques, en particulier dans un algorithme
avec une boucle, a partir d’applications superpositives faisant diminuer la trace.

On va voir que pour modéliser un algorithme qui ne termine pas, on utilise des transformations
F telles qu'il existe p vérifiant Tr(F(p)) < Tr(p). Or, ces transformations doivent appartenir a
Py, — Py,, ou Py, et Py, représentent l'ensemble des états de départ et d’arivée de I'algorithme.

Cependant, il faut faire la distinction entre la transformation F et I'action de 'algorithme. En effet,
un algorithme transforme un état normalisé en un autre état normalisé. Tandis que F se contente
de représenter cette action, c’est-a-dire qu’elle contient la méme information que 'action mais ne
fonctionne pas de la méme facon. Autrement dit, F appartient a la sémantique de la programmation.

A.2.1 Boucles quantiques
Donnons un exemple : celui de la représentation des boucles.

Supposons que I'on veuille représenter I'algorithme :

INPUT : p

b = mesure de O
Tant que f(b) faire
p=UpU*
b= mesure de O
Fin Tant que
Renvoyer p

ol O est une observable du systéme, H; une transformation unitaire f est un test classique. On

suppose que

iel jel
avec pour tout i €I, f(A;) = false et pour tout j € J, f(u;) = true.

Décomposons chaque étape en faisant la distinction entre I'action de I'algorithme et sa représenta-
tion.

P,pP; P/pP; .. . e 1+
TroP) (resp. Tr(pP].’)) ol i (resp. j) est I'indice

correspondant au résultat de la mesure, i.e., tel que b =A; (resp. y;).

Pour b = mesure de O, on passe de I'état p a I'état

Pour représenter cette mesure dans la sémantique, on considére que le résultat de la mesure est b =
R4 / / . .

A; (resp. u;) avec probabilité p; = Tr(pP;) (resp. p; = Tr(pP;)). On conserve donc ces informations

a travers la transformation M : p — Y. P,pP; +Zj PJ.’ij’. On retrouve p; = Tr(M(pP;)) et M(p) est

diagonale par blocs sur les espaces propres de O.

En d’autres termes, M transforme p en une répartition de probabilité classique sur chaque mesure.

Remarquons que M se confond avec I'opération consistant a donner chaque couple (p;, %) et
, PipP;
7P

Une fois qu’on a projeté sur chaque espace propre de l'observable, on peut continuer a agir

indépendemment sur 'une ou I'autre des projections.

) dans le sens ot elle contient exactement la méme information.

Par exemple, si 'on veut représenter un test :
X = INPUT : p

b= mesure de O

si f(b)

alors p=VpV*
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Sinon p =UpU*
Fin Si
Renvoyer p

L’action de X donne :

UP,pP,U* L o
Tr(pP) sib=2A; avec probabilité Tr(pP;)
VPpP/U"

Tr(pP))

sib=u; avec probabilité Tr(ij’)

ce qu'on représente par F(p) = > UP,pP,U* + Zj VPJ.’ij’V*.

Si 'on réapplique le principe de la mesure a F(p) (méme si F(p) n’est pas un état) a travers
l'obrservable A := Zx x ™, de valeurs propres {y} et de projecteurs propres les m,, on mesure y
avec probabilité :

Py, = Zp(xlb = Ap; +Zp(x|b = u;)p;
i j

ou p(x|b = A;) est la probabilité de mesurer y sachant qu'on a mesuré A; auparavant. Autrement
dit,
UP,pP,U*
p(xlb =) = Tr(m,———)
A

et donc

PpPU VP pP v*

Py = ZTr(pPl-) x Tr(m, )+Zp Tr(m,

j
P, = Tr(m,F(p)).
F est donc compatible avec la notion de mesure.

Revenons aux boucles.

On pose :

® Po=P;

* Pni1 = Qs PiPnPi + 2, UP[pn PIUY,

° 5n =Pn— Z(jl ,,,,, RS UP/ UP/ pOP/ U*.. P/ U*.

C’est-a-dire que p,, represente la repartltlon de probablhte en fonction de la mesure de O du résultat
de l'algorithme aprés n étapes. (On est entre p = UpU”* et b = mesure de 0.) Quant a p,, Cestla
partie de p,, pour laquelle 'algorithme a déja terminé : c’est la répartition de probabilité du résultat
a la fin de I’étape n.

Montrons que p,, converge vers une limite p qui dépend linéairement de p.
Pour cela, démontrons le lemme suivant :

Lemme A.1:
Pour tout n > 0, on a

/ / / * / *
n= D PipoP, +Z > PUP,...UP,p,P.U"...P/U"P, (5)

iel =1liel,j .. jxeJ*

Preuve : Montrons par récurrence sur n > 0, que

=D PipoP, +Z > PUP,...UP| py(P,U*...P,U"P+ Y UP/ ...UP,poP/ U*...P/ U*
i€l =1iel,jeJ* jeJn
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Initialisation : n =1
Par définition,
p1 =Y PpoPi+ Y (UP)'po(PIUY".
il jed
Récurrencen - n—+1:
Pus1 =D PipsPi+ Y UP/p,PIU"
il jed

Or, pour tout i,i’ €1, j,j’€J, ona PP, = 3§, ;P;, Pj’Pj’, =5; /P et Pl-Pj’ =0, on en déduit :

.
Pp.P, =PpoPi+ Y Y P(UP] ...UP)po(P,U"...P U )P+ >  P,(UP, ...UP/ )po(P,U" ..
k=1 jejk jen
= P,poP; + Z D P(UP, ...UP )po(P,U" ... P, U")P,
k=1 jeJ"
et
/ Irr% / *
D UP/p,PU"= > UP| ...UP,poP/U"...P| U
jeJ jejm
d’oti le résultat.
On en déduit :
= PipoP + Z > PUP,...UP/p,P,U"...P,U"P,
i€l =lielj,....jreJ*
*

On voit alors que P, est croissante au sens de l'ordre sur les matrices positives. De plus, comme
Tr(pps1 = Tr(p,), on a Tr(p,) < Tr(p,) = Tr(py) donc la suite est bornée. Elle converge a
extraction pres, mais comme elle est croissante elle converge vers une limite p.

Enfin, comme p, dépend linéairement de p,_;, par récurrence, p, dépend linéairement de p, et
donc p,, également. On en déduit que p dépend linéairement de p. Il existe donc une application
linéaire F telle que p = F(p). Notons que comme, p — p, est superpositive (elle se met sous la
forme p— Y., _, Vap V"), F est également superpositive.

On utilise F pour modeliser ’algorithme.

A.2.2 Cas d’une boucle qui ne termine pas
Commentons la valeur de la trace de p,.

La probabilité pour que I'algorithme effectue exactement n calculs de p — UpU™ est :
Z Z Tr(P,UP] ...UP| poP| U*...P/ U'P)

Autrement dit, la probabilité pour que I'algorithme termine en moins de n calculs de H; est :

n
<n = an = Tr(5n+1)
k=0
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Finalement, la trace de p correspond a la probabilité qu'’il existe n tel que l'algorithme s’arréte a
I'étape n.

Supposons que la probabilité pour que I'algorithme ne termine pas soit supérieure a ¢, c’est-a-dire
que pour tout n, la probablité pour que I'algorithme ne termine pas avant I'étape n soit supérieure a
e, autrement dit :

Tr(p,) <1-—c¢
alors Tr(p) <1 -—c=.

On autorise donc F a faire diminuer la trace des opérateurs.

Un exemple de boucle qui ne termine pas

Cas simple, il existe un indice j, tel que H; et Pj’ commute.
Ona:

Tr(p, — P,) = Z Tr(UP ...UP] poP| U*...P,U")

Tr(p, = ) = Tr((UP, \'p(P] U")")
Comme H, et Pj’0 commutent et que (P;O)” = P;O,
Tr(p, = By) = Tr(U"P] pP; (U")")
et comme H; est unitaire,

Tr(pn - 5n) = TT‘(P]{OpPJ(O).

Finalement, pour un choix d’entrée tel que Tr(PJ.’Op) >¢Tr(p)avece>1,ona

Tr(F(p)) = (1 —&)Tr(p).
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