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On place n < 63 jetons chacun sur les cases d’un
échiquier. Une opération consiste & déplacer un je-
ton sur une case vide, mais si on raméne un jeton
sur une case qu'il a dé]a occupée on ne peut plus le
déplacer & nouveau. A lissue d’ un certain nombre
de telles operatlons successives, cha.gﬂe jeton est re-
tourné & sa posltlon.fmtlale aprés avoir visité cha-

une des cases Prbu.ver qu iy a. eu une posmon
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. 1._ o oo Lyercice 2

Les points D et E appartiennent respectivemen
aux segments [AB] et [AC], de sorte que les droites
(DE) et (BC) soient paralléles. Soit P un point
arbitraire intérieur au triangle ABC. Les droites
(PB) et (PC) rencontrent (D E) respectivement en
F et G. On appelle O; (resp. O3) leCentre du cercle
)
)

.-_:T 55 NT |I circonscrit a PDG (resp. PFE). o
_.r--ul't.;.-r.s..u-la..r- e | ey 1 Prouver que (AE’_)-et (0,0, sont perpendicu-
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|, i Les éléves d'une classe sont allés se chercher des
"*"' e ‘T glaces par groupes d’au moins deux personnes. Il y a

eu k > 1 groupes en tout. Deux éléves quelconques
b .a.- ot | A X ) a3 st Lo
I "( ne sont jamais partis ensemble plus d’une fois, mais T i
ils ont fait partie d.un méme groupe au moins une : J
| ] fois. Prouver qu'il q‘y a pas plus-dp 'k éleves dans | it
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Lyercice 4
Résoudre, en nombres réels, le systéme :

2003
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E;:ercice_ 5

Soient a; < ay < ... < ajg des entiers naturels
inférieurs & 5050. L

Prouver que parmi ces entiers, on peut en choisir
quatre distincts ag, ai, am, a, tels que ax + a; —
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!E):ercice 6

Dans le triangle ABC, on désigne respectivemen
par a et hy les longueurs du coté [BC] et de la
hauteur issue de A. On note R et r les rayons des
cercles circonscrit et inscrit.

Prouver que : "
"?)"..{1..< haR 1\_,';
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Exercice 7

Prouver qu’un rectangle de m x n
cases-unités peut-étre recouvert, sans
chevauchement ni débordement, par des
piéces de la forme ci-contre si et seule-
ment si m,n > 1 et mn est un rpultii)le

i_T.,L-T._. =

I'£):ercice .8_-

On considére une rangée infinie de cases numé-
rotées 1,2,3,...,n,... de gauche & droite. Initia-
lement, un jeton est placé sur la case numérotée 2.
Alice et Bob jouent selon les régles suivantes :

A tour de role, ils avancent le jeton d’autant de
cases vers la droite'qu.ils le souhaitent, mais d’au
moins une et de pas plus de 2003.

Le premler qui améne le jeton Sur une case dont le
nﬁméro n'est pas un-rfombre premier pend'la partie.
Cest llqe qui joue la premiére. Eétermlner lequel

des ¢ ell')! ueurs pdsséﬂ@téglo gagnante.
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Deux cercles I'y et I'y se rencontrent en A et en B.
Par le point A passe une droite qui recoupe I'; en
C, et Ty en D, avec A € [C'D]. On désigne par M AL
et IV les milieux respectifs des arcs BC' et BD qui T'- B e
ne contiennent pas A, et par K le milieu de [CD]. 3 J

Prouver que le trE_aﬁgle MKN est rectangle. |
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Soit f (x) = 2*4-17. Prouver que pour tout entier
n > 2, il existe un entier z pour lequel f(z) est
divisible par 3" mais pas par 3"

‘E;ercice II_ ,

=y Lt .r. .-.__...T . Soit E = {M, Mo, ..., M,} un ensemble de n >
| i I. 3 points appartenant & un méme cercle . Pour i =
u----—----f&-r-».--'-_-T-"—-“t'L -"-'r . 1,...,n, on désigne par G; I'isobarycentre des n— 1
o -I;‘-_' o \ i | _ points de E — {M;}, et par A; la droite passant par
| ! . ‘T :T' | G et perpendmulage ala tangente a I' en M;.
L smmgineyty | Sty | Segdeds 15] Prouver que les drol.tes Ay, Ay, . -‘,A sont concou-
-"'II i T r rantes. '
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|, i Initialement, n verres contiennent chacun la méme
""' w e “I' quantité d’eau. On suppose que chaque verre est il - ‘.'r _""e“"'T‘I" z
“ A ' assez grand pour contenir la quantité totale d’eau. | l
" ' "HT" ’—( Lors d’une opération, il est seulement possible de
verser d’un verre V dans un verre V' exactement la
| ] . quantité que conten‘a.it.,V’ avant cette opération.
= == "'A"'"I - Déterminer les valsﬁts de n pour lesquelles, aprés
[ r d i mhre fini &’ ohémtlons il est possﬂ)le d’avoir
- T - -_--ﬁ.-...-_,..i. - -k \ i r& toute l eau dhgs un méme verre. T
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Lyercice 13 f\,; : . : [

Sur une feuille de papier carrée s X s, se trouvent
un nombre fini de taches d’encre, chacune d’aire ne
dépassant pas 1. Aucune droite paralléle a I'un des
bords de la feuille ne rencontre plus d’'une tache.

Prouver que le domaine formé ar Uensemble des
taches d’encre a un aire qui ne tﬁ:@sse pas s.

i
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‘Ey:etcice I‘i

D ‘r‘ ""--"T - f Déterminer toutes les fonctions f de N* dans lui-
| i | 5 ‘meéme vérifiant la condition suivante :
e ST e -.---'r—'- @)
| f(@) =7 (=)

pour tous entiers g{et Y.
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'u_\'--;h--.r‘_.f s Thu '-J]_-'-l.'.": o 'A-.-
{ ! |, d On considére un ensemble de 2n + 1 droites d r
"‘I" w e “I' 'Il 1 plan, deux jamais paralléles ni perpendiculaires et
ik oy | trois jamais concourantes. Trois droites forment donc
R ’—( toujours un triangle non-rectangle. : )
I - . o Déterminer le nombre maximal de triangles aigus

| B | qui puissent ainsi éEI;E fonmeés ISR b
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Dans un parlement, chaque député a au plus trois
ennemis. Prouver qu'il est possible de répartir les
députés en deux chambres de sorte qu’aucun député
n’ait plus d’'un ennemi dans la chambre & laquelle il
appartient. v,
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Soient I un cercle et A un point extérieur a I'.
Pour chaque point P de I', on construit le carré

direct APQR.

Déterminer le lieu des points @) lorsque P par-

court .
I
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On considére un tableau rectangulaire composé
de 2m x 2n cases. On colorie chacune de ces cases
soit en rouge, soit en bleue, de telle fagon qu’il y
ait autant de cases bleues que de cases rouges sur
chaque ligne et sur chaque colon

Chaque fois que I’ Ton a deux 068;5 bleues adja-
centes (ze qui ont un ‘cOté en commun), on relie les

~ centres de-ces cas pour un trait bleu. De méme,

ah:.‘e fois que P’on a deux cases rouges q(ﬁacentes
relie leur centre par u tralt rouge. b

Y ; il elon a £t

H;‘:j ’E (Eflraits rouges
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Soient R et r (resp. R’ et 7') les rayons des cercles
circonscrits et inscrits du triangle ABC (resp. A'B’

Prouver que si ACB = AC'B' et R = R'r
alors les triangles ABC' et A’B'C’ sont semblables.

s ity i Vel e 1 <
' 1._ i I ‘ Lyercice 20

e ‘r‘ ""--"T' - Soient k points dans le plan. Chacun d’entre eu
| ] | ‘est lorigine d’un certain nombre de demi-droites.
"""""'"""""-T"‘"‘" """'r x , Deux quelconques de ces demi-droites n’ont aucun
i i i - _ point en commun (sauf, éventuellement, leur ori-
I "'_'T*'_‘“T =5 3 gine). - "
& L_‘] Prouver qu'’il est possible de traaﬁl"k 1 segments

R s da

SIS Ny, S———
1 I T [ |I 1 dont les extrérmtés - sont parmi les fmlnts de sorte

u'un quelconque de.-@es segments ne rencontre ni
a}tre des segmegg?m I'une des deml-dmltes sauf,
ent, en un des k pom »
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La suite S de Kolakoski : i {
IS Tk 2 2 il . T 2 Rl Feaiy i

est un exemple de suite « qui se lit elle-méme ». Elle
est constituée de groupes de 1 et,‘.de groupes de 2
en alternance, la longqeur du n-iéme groupe étant
la valeur du n-iéme t.F.rme de la ﬁu'lTn-

- Prouver que le n!imbre z = 0,1221122122112.
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Dansl}espace rapporté & un repére orthonormé 'J.H"T' < "'-T' o
(O; i, j, k), un point est dit entier lorsque ses
trois coordonnées sont entiéres. Un ensemble F de
points entiers est dit non troué lorsque tout point
entier appartenant & un segment QOnt les deux ex-
trémités sont: dans'E,nppan;lent lui aussi & E.
 Quel est le nombre maximum d’éléments que peut
nir un ensemb‘,];oﬂon troué s’il ne contlent pas
ﬁapomts allgnés.?r“r
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!E):ercice 23 M"“

e ‘r‘ ""--"T - 4 Les entiers 1,2,...,2n ont été répartis en deu
| | groupes A et Bden nombres On note ay, as, ..., a,
les éléments de A rangés dans 1'ordre croissant, et

i 1 i ] b1, by, . .., b, les éléments de B rangés dans l'ordre

et s St~ ot . b
| | | -T_ | décroissant. "
. Vo= / Calculer : e
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|, d Soient a et b deux réels tels que a® — 3ab? = 44
""" o “*"‘I' et b* — 3a’b = 8. Que vaut a’® + b*? ) ‘-'r_""e“"'T‘I"'
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Dans le plan, on a tracé n > 3 droites de sorte
que chacune d’elles soit divisée en 2 demi-droites et
n — 2 segments de mémes longueurs par les autres.

Prouver que n = 3.

!Exercice 25

D ‘r‘ ""--"T - f L’entier n > 1 est dit équilibré si le nombre de ses
| | diviseurs premiers distincts est égal au nombre de
. chiffres de son écriture décimale (Par exemple, 15
i | " I est équilibré, mais 49 ne 'est pas). -

e | T e e
I | | -T_ | Prouver qu'’il n g){lste qu'un noqbre fini d entlers

- s L Seaigemads L ety 1 2 équilibrés.
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l = . M E' L
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|, i Un entier n > 0 est dit abondant lorsque la somme
""' w e “I' de tous ses diviseurs positifs (y compris 1 et lui- il - ‘.'r _""e“"'T‘I" z
“ A ' méme) est supérieure a 2n. Par exemple, 12 est | l
" = "HT" ’—( abondant, car la somme de ses diviseurs est 1 +
2+3+4+6+12,, 28.
| ] d Soit @ > 1 un enme; fixé. Prouver_‘,gu il exmte une
4 = A"‘"I - 1_nﬁn1te drentlers ab‘uﬁ:ﬂants‘ qui sont divisibles par
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Soit & > 2 un entier fixé. Pour tout entier n > 0
on désigne par z, le premier chiffre du nombre n*
(celui de gauche dans 'ecriture décimale)

Prouver que le nombre 0, ToL1T2 - o8 o I 1=
rationnel.

J.__.-T- gt .A-s.,._-T- .A....-T - N T r,.n.._.-II.

- .-r-q?—*—-—’u-;-r -—.:’!r---v:.--—--'h—rv—-:-b-r-_-?- e - ..-1.--1?—
| | [
g -ul'}..-.-..---.,r-.-

Lyercice 2§ _ \i;f';'*'

Soit n un entier naturel. Le n-uplet (a1, as, . . ., a,) e
| ! ] est dit bon s'il est formé d’entiers strictement posi-
r— """"'-'"r'_'“;"‘ ""‘"r" - tifs tels que a1 +as+. . . +a, = 2n et si aucune des
1 i /1 g différentes sommes formées par les a; n’est égale &
e i i .-_‘-T---L ha—'_:. o i L .
! ?— [ n. .% 4 i f
—y ,.L_..T_ — .g,,,__r s 11| i Déterminer tous les bons n- upleﬁe" ! s
. \ " | F =y J _T,
- -:I-_.- Y SR S_— .-ll !':.; [
Rt iy [r
| | | |
J.-:-\H:n---cr-—\.-

¢ b
.1

i---'f--f'—'-*r--rT —..'L-ﬂ,_l'i----.--f.'u-. J; - ---T' . .; =
i ol bt ..-- -.'i.,.- s A,_... M b |22 b e
(i i i (i by |
! r—--.I-.---T-h"L-—-r- '—'-‘hu -11.-1*—--*.-.-—-‘ —"Mr"ﬂi‘;‘r‘w—.ﬂ!r r—v-in-#Th'@—-nr'—:-h-.-ﬁi.ﬂ -
| 1

e, | Sy L Lol Lol oo | ey e - > el \. 2 el
b . h- f‘

ol V| ] ' : . Js_-‘,..._.au_. = 1._-_:.
/(s B G
-

-
! ! | Pour n € N* on note Z (n) le nombre de 0 qu
| i P ‘T '|l terminent 1'écriture décimale de n!.

rar Prouver que :
Pty 1S ..—T-,-.-.n._l

s\

ek o, :._L_F,_T,_ A .._i__,..._r_..,l_,..‘lr_..i‘-._.m_,.._ o LT e

]

| (! (3 e e e ey ,-_b_ﬂi,....&._.T- S --in.-.__-.,-..-i-._—f.r__--i_..-ul,.-
| 1 1 1
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Les cercles I'y et 'y, de centres respectifs O; et
0, se rencontrent en A et B. Soit P €]AB| autre
que le milieu de [AB]. La droite menée par P et
perpendiculaire a (O1P) rencontre I'y en C' et en D.
La droite menée par P et perpenélcula.lre a (O2P)
rencontre [y en Eet en F. .1..‘" |

Prouver que G. W et F's sont les sommets d’un

J.__.-T- gt .A-s.,._-T- .A....-T - N T r,.n.._.-II.

- .-r-q?—*—-—’u-;-r -—.:’!r---v:.--—--'h—rv—-:-b-r-_-?- e - ..-1.--1?—
| | [
g -ul'}..-.-..---.,r-.-

Lyercice 3 _ \ﬁ;""

R

Trouver toutes les suites de nombres entiers (z,)
] i telles que ij divise z; +x; pour toute paire d’entiers
ﬁ-—-—:--'?lr\.ﬂ'_':r-—--ih- --l-'r—'- i i et ]

A

e smmgpests N iy Lz intrd
T

|
-ty | Selimemay \ Seateads 12|
1 I i n
I,- — . .-.51..-.-4!-;..,-' e ,-_T.-lr
J.-:-\HI:#--T--—\.-

¢ b
.1

i---'f--f'—'-*r--rT —..'L-ﬂ,_l'i----.--f.'u-. J; - ---T' . .; =
i ol bt ..-- -.'i.,.- s A,_... M b |22 b e
(i i i (i by |
! r—--.I-.---T-h"L-—-r- '—'-‘hu -11.-1*—--*.-.-—-‘ —"Mr"ﬂi‘;‘r‘w—.ﬂ!r r—v-in-#Th'@—-nr'—:-h-.-ﬁi.ﬂ -
| 1

e, | Sy L Lol Lol = __111__,,! L2y ot L2 bl |zl
¥ : v T

ol V| ] : . Js_-‘,..._.au_. = 1._-_:.
/(s B G
-

f ! | r Soit (pn),; la suite ordonnée des nombres pre-
o "_"l"' i 'T"l miers (p1=2, p2=3, p3=5) .
i Prouver que, pour tout n > 2, 'ensemble I =
l {1,2,...,n} peut-étre partitionné en deux ensembles
Aet B tels que:

-i:_ iy i -I
. o ﬂ'ilieApi = 2'_-: .

e .-—-.r e,

o o T meaetae —r -— ___;__,..T_..,l_,..‘lr_..jt___,_r.._ o e :._L.,.._T._.-i.___,.,_T._.__;__,._T_..,l_

sty el Lt \amaeatls S Sl g TRy ot \ Sl \namapatals S amug
i T ¥ ¥ I -ir i T ¥ ¥ l-'
|

| ) { ! |
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(o o e e ""‘"'-':?"’I

—p e

| i | |
} |

On considére un polygone convexe a 2003 som
mets. Prouver qu’il est possible de choisir 2001 points
du plan de sorte que tout triangle dont les sommets
sont des sommets du polygone contlenne _exacte-

ment un de 2001 p{mts choisis eqlson mté.rleur

]
_7!

J.__.-T- gt .A-s.,._-T- .A....-T - N T r,.n.._.-II.

= .-r-qr—*—-—’.--:-r -—.h—-—-q.--—--'h-l-rf—-:-b-r-_-?- )

1 |

’£):erc£ce_ 3%

Pour n € N*, on note d (n) le nombre de diviseurs

positifs de n.

|
gt \ S 12
T ficza

s ,-_..r.-[r

]Lk

.r-_.'v-ﬁ.h- L, -'ﬁl..u|
|

l ' 1

i et
|

¢ b
.1

n---f-r-—-’h--rT -h'ri—-1m----.--¢.'u-. ; - .-ur- = s Tf- =

A,
|

]I
|| |

! r——-.il-.---T-h"L-—-r- '—'-‘hh--q.i.ﬂ'---*.r---l‘ Hﬁr’"ﬁ‘r’?rﬁhﬂrh“k—‘

i s e . l—-u—h,a—.—--.lj‘-.-..—-. . i e .-_...L..q_....v.. e Loty L=
b . h- f'

|, On note a, b et ¢ les longueurs des cotés du tri-

"'"l" e “I' 'Il angle ABC, et R le rayon de son cercle circonscrit.

Y ST

mall CuEe

i HH'T_ A .._i__,..._r_..,l_,..‘lr_..i‘-._.m_,.._ fr omaies
1

e
i

Prouver que si ABC n’est pas obtus alors :

~ Quand I’ égallté ﬂ-t elle lim?

A

--T - liI--.-_-u(-- e e e
1
i 1 |

12

] .-I'T'?—
- -‘-'_L....-.-T,

'y

A

Exls’ce t-il un entier n > 1 tel que d(2n?) = 28 et

A = A-...,....(- J."“T .J-....rT ’H——.—T

- ---v-.-r -F--.r-T- r—-...--

r.'r e -ﬁ.ﬂ i

(i

A ,_,r__,..e._._...l,. .

e S __-._.- = b s L

S o e s e e
_ .r '-?- 1- - = = 4. I,.-

|



Une feuille de papier rectangu
laire de cotés a et b est pliée selon
I'une de ses diagonales. L2

e ..L._i-__ e TR S -...#....-. ol N
e ] ;r ) (s !;f
= .IJ'T-?—H" -.--T- — -!r-ﬂ!.r-—.-'kw—,llr P -lﬁ---v?-'rﬂ-ﬁr—_‘-.lr-a--‘r- e

1 i 1 i 1

Une suite strictement croissante (x,,) d’entiers stric
‘tement positifs vérifie : i
o} +ad+ ol —(w1+a:2+ +scn) ;

EEEFY e g i .
W "5’ | pour tout n > 20 ] i

—y  \ St \ e .-L..l g Prouver que xnzn.pour tout 3"1

| |
P boramgpeiadt L lsigdaely Lo D
T
(i (a8
-a.rt-—w-ll‘.-h-ﬂ;r-—\—‘kﬂ-\::r?—f'b:r:

. et e P e J‘!-..-.--..--.,- e F N v i—-u—_q,.a——--.l’l.-.-.-—-.f-. -
7 . N ; : : %

L H-hf""r e --"l.r"'— b -ﬂi.r\'—--*.r-..--c‘l w—fJ‘.J-\-:-_-_q,-_--ﬁir-r-_li.— H-hf""r e --"l.r"'— s --I\.].-v—--*.rﬂ

Déterminer tous les couples (z, k) d’entiers posi
tifs qui vérifient 1’équation : i

|

= '_r - = |
VS Lissescaloe 12 —h
! T - -.--T
— .--_!r'—.---_-'il i il -;I.- -.-lih-r:—(--.ri-—a-:_.-r-—-i—rnn,-

i i
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Soit p = 4n + 1 un nombre premier. Calculer :

(55 [’%7]).

ol [] désngne la pmtle entiére.

Exetcice : 4

Prouver que I'équation a'® +b'® = ¢!® admet une
i infinité de solutions en entiers strictement positifs.
ﬁ-—-—:--;l-\.ﬂw:r-—- b --l-'r—'- n
e A
i (s (0
g Tl e e e
| I i i
I,- Fr e —r - ,:T.- lr
|
| |
U SR S
L 3 g T
[ | T 1ol
e -—-*--.—rT — e g 7
|

I
. S t ) okl ol L 1 b Lt T‘ o

|.'-'“F’ h*T 2 1-- B

f——-'*—-r“'._fh"‘k-—‘r' '—"-‘hu-'l\. ﬂ"-'-"*.l—hr'l‘ —rﬁrﬂﬁ‘r‘w—nr——-ﬁ-ﬂrﬁ_’h‘@-—-r iy ﬂ"-'-"*.l—hr'l‘
J | f i l i £ if

T -—,-‘ﬁ-,-...

l

l—-'----ﬂ-.|.-1------!j"----l—-- v #m -—1“-..-.---—-1 “_—-.--,,,- T*L..a..-...v.- _l_,,...f_,_‘____.h___,_,_
3 - (2

{ | Prouver qu'il n’existe pas 5 entiers strictement po-
T e it g sitifs impairs et deux a deux distincts, tels que cha-
|
1 b | cun d’entre eux divise la somme des quatre autres.
e SNy -
| I l I

o 1T e “__"T" -— ___;__,..T_..,l_,..‘lr_..jt___,_r.._ o e :._L.,.._T._.-i.___,.,_T._.__;__,._T_..,l_

=3 e e e ey ,-_b_ﬂi,....&._.T- A --in.-.__-.,-..-i-._—f.r__--i_..-ul,.-
\ T \

i
i | i { ! |
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Soit S un ensemble de n > 4 points du plan te
que la distance entre deux quelconques d’entre eux
soit toujours un entier. Prouver que parmi toutes
les paires (A, B) de points distincts de S, au moins
< de ces paires sont telles que AEII 0 mpd 3)

3 po ]

J.__.-T- gt .A-s.,._-T- .A....-T - N T r,.n.._.-II.

- .-r-q?—*—-—’u-;-r -—.:’!r---v:.--—--'h—rv—-:-b-r-_-?- e - ..-1.--1?—
| | [
g -ul'}..-.-..---.,r-.-

Lyercice 4‘1 _ \i;f';'*'

R

Un groupe de 4 cases-unités d’un tableau carré de
] i ! 25 x 25 est appelé un quarté lorsque les centres de
ﬁ"'_'"'""""-'"i"_'“""‘"r z ~ ces cases forment un rectangle dont les cotés sont
S AN — | g paralléles aux axes. ¥ -
i, (T '"F‘T 5 h_"?_'l ' Quel est le nombre maximal de quartés formés
e | Sk \ Seudesds 1] deux a deux par des cases di_sti'ni:t_'ag;? : Vi
R et e e lr [

| | | |
J.-:-\H:n---cr-—\.-

|

¢ b
.1

it sty i b o e o —
ol T e ._I'Ir i j T T
’ J-..--..- S N ..-- -.'i.,.- - 4"-.-..--.,- M ol \2 - —
| T | | | T T {
! r—v-ﬁ-rﬂrh'k-—-r' '—"*i‘ﬂi.ﬂ"-""*lﬁ-‘l‘ Hﬁrrﬁwwhrh'kw‘ﬂr'—:-ﬁi.‘ffi.ﬂ -
|}l
S " - s .-_...L....- - l—-u—h,a—.—--.lj‘-.-..—-. . v i g '--Li-d-"y' ‘l—'-l'_":_f.-"-"-'j"'-'-"‘_- e
| L | e : f . l | f.
e . £ R SRS S S
o - -
| ifl M f f
o e i Ly '-J?-u.'-"-r-. - .
{ ! |, Prouver que le plan n’est pas la réunion des ré- .
T e it g ions intérieures & un nombre fini de paraboles. | e —— T
Riwsin g bre fini de parabol e feee
i

o T.,._.,.__l

i

=3 e e e ey ,-_b_ﬂi,....&._.T- S --in.-.__-.,-..-i-._—f.r__--i_..-ul,.-

| ) {

ek o, :._L_F,_T,_ A .._i__,..._r_..,l_,..‘lr_..i‘-._.m_,.._ o Lz mazdees

1
e
|
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..,..a_..-._.,i,., _.i._.,-.r..,..&._.,T. e o -.err. ,4.-_‘...-4.-._.?_*.

'ﬁ_-_-:_'_T'- s =

Etant donnés un triangle et un échiquier noir et
blanc infini, démontrer que le triangle peut-étre placé
sur I échlquler de sorte que chacun de ses sommets
soit & l'intérieur d’une case blanche

P .r .--..k...._.l.r- -y

— S
o Lol Ll il
T -T

i

il

IEyzercice 4’;

Une infinité d’ampoules et une infinité d’interrup-
‘teurs sont chacune numérotées a 'aide des entiers
positifs. Chaque interrupteur posséde un nombre
fini de positions. Qu'une ampoule donnée soit al-
lumée ou éteinte ne dépend que de la position d’un
nombre fini d’interrupteurs. Que]le_',gue soit la po-
sition des 1nt(]3rrup1ielﬂ’s au moms-une ampoule est

“allumée.
f.?‘lguve‘r qu'il q)($€ un ensemble ﬁnl-!ﬂa.mpoules

quelle qua@olt les _Rosltupns ‘respectives
:‘f ws ampoules
i i s . s L el
| | l | 1| | | i T

. '___-H—TH{#_Tr___‘..«_,.Tr « o ﬁfﬁLrFTH'lH—TH{i-—‘ﬂr-—ﬁ‘hJ‘Tr =

At r .-._..._T
i G

e = T R

{ :
rmaducale | et | e o8|
1 I i u

R s da

et b
| |
i

s T

| |
-‘«_-u-h-,.a-.-n.nj‘-.--.-—-. i
i 1f

i & ,.‘. —ﬁ..e._,.T.!_ ’

e S
S

'ﬁ--ﬁh--.r‘ ¥ ‘!l.-
!

T

,, ..A.-..-.r,-.h,_(

|
il ..-A.-..
e frarin

Ll Lo
G

. ]

e
e\

|
L
..-T- ..-‘l.-.--.,-—...-a.-.--u-.—-..—-l.....--fl,- ---rr—---_r -a.-L-..-T- el

—— ...A.“,. S

. ..i_._._.,:,I,,,,.J....____ =t

|, d Soient a et b deux entiers positifs tels que a + b
soit impair.

Prouver que, dans toute répartition des entiers
naturels en deux groupes disjoints, il existe deux
nombres appartenant & un méme groupe et dont la
différence est egale%.a,ou ab.

i
- !

et

-.r - ..l'h-.—--,-—--ﬁ--—-u-—

e B
..-.r -

-
|
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| | | | | } |

. ,.L-_‘...-..a_-.-._..i,.. _.i._.,-.T.....,.,t.._.,T. ,.a,._..r.: -.';.__.r. _4.-_‘...-4.-._.?_,..

. r- .-.L_..- o dienat .r e L.

Soit A une droite qui ne rencontre pas le cercle I'"
de centre O. Soit F le projeté orthogonal de O sur
A, et M un point de A. Les tangentes a [" issues
de M rencontrent I' respectivement en A et B, et
(AB) rencontre (QE) en X.

Prouver que la position du pomt"X ne dépend

) pas du chonx de M:sdf A\

‘Ey:etcice SO_

e ‘r‘ ""‘-""T - 4 Soit £ un ensemble de n > 2 points du plan. O
| | ‘désigne respectivement par D et d la plus grande et
. la plus petite distance entre deux points distincts
s\ g T =1 = - 'J""'"'-"T_' 1 de E. Prouver que : : sy
| | i TR
ot | it \ S A3 2 n—lbf
| I i = B : :

R s da

- &
--—-#I--;.ﬂ-:r-—-‘-‘h- .---'r— o

i

et b

| |

i
T T

it oSl |22 .
| ] 1 | | | _ !
"——'"L*—uﬂ‘:f'!‘-'i"{h-—"f.' Py ‘-?*.ll-.-l‘- = f'?d\l*r"'-ﬁ-"—'r‘:*—ui—:f'!‘-'f{h-—"ﬂ iy ‘-?*.ll-.-l‘-
| : [ i 7] : [ i

e it £ ,*L._.....,, .A_.,...,I.h,....h..ﬁr

o i *L‘* !E):erace 51 . \JRL"“T' pem o

(\v—-ﬁh-.r\f.—‘ﬁ.- Thu J]_-'-l.-: .'A-.-
! |, d Alice et Bob jouent au jeu suivant : sur une table, r

""' e “I’ sont disposés 2003 jetons. A tour de role, chaque =1 ‘.'r _""e“"'T‘I-' .

“ A ' joueur enléve au moins un jeton mais pas plus de la | l
’ = 'HT % ’—( moitié de ceux qui restent sur la table au moment

ol il doit jouer. Celui qui laisse le dernier jeton sur

| ] L la table perd la pa.rhe, . we o ]
= == "'A"'"I - Déterminer lequel.dbs deux joueurs posséde une
| r k 1 S aﬁgle gagnante et décrire une telle stratégie.

L T - ._.ﬁ.._,,_.,i. e =

e N sdigmamnats | Ty
T -

-. r-r—-"'h--"-'—-‘il_ "I

,-.-..A.....-...---._..L....-?T- N -Jl._,.-..r, o -.-..A.....-,..--...L....HT- _t.._....T-...;._,._T

\ A --*.....-.,.-_.a..,....--,-q,.,-.],. "l'_“f e A o --*.....-.,.-_....,....--,-.,.,..T.
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,i,.r _J_.u]. ...-E*-..-T- ,..!:-.--T-. -4.._.{.. =

= r- .-.L_..- P .r

Soit P un polynome a coefficients entiers et de
degré au moins égal & 2.

Prouver qu’il existe une suite arithmétique infi-
nie (dans les deux directions) qui ne contient aucun
nombre de la forme P(k) ou k € Z.

A r .-._....T
--—-#I--;.ﬂ-:r-—-‘-‘h- -.---'r—'-

i

-‘:IT_" |

ks et V=t

| 1
- W gk S
8 T 5T

R s da

; |
'|

et b
| |
i

e
|

- ...r-!‘-‘i"{i--—"l" — =

e S
S

'ﬁv-ﬁh--.r\f — ‘!l.-
|

-ur,..._.L
e (]

,, ..A.-..-.r,-.h,_(

Sy . A....
e s

Ll Lo
G

X _L__,:T._.,,.g__,,..-_.|
o
r {0

i gre—isne-,
. |
e sl
i

- --L-..-h,a-.-n.nj"-..-—-. =

R
I _1 f
e it

{
-

i R N S --.L...- S r..n. u— -
T T T T

! ‘-,-.rf—.b--q..-—-fli v—-d-—.—m-r"—-&-—Tw

> -m....,-r
’£):erc£ce 53 M
=) 6

Le point C appartient au segment [AB]. Une droite
‘passant par C rencontre le cercle de diamétre [AB]
en E et I, le cercle de diamétre [AC] également en
M, et le cercle de diamétre [BC] également en N.

Prouver que M F*..: EN.

l'I""‘ " ""‘r' - "'""'i" ""“"’"T
o ooy

— -i- e .-—-'-r&i-—- = |l
| ' i

o r'a_f'fdi*r"'-ﬁ-"—'r':*—ui—:f'!‘-'f{.h-—‘f.‘ iy ‘-?*.ll-.-l‘-
| RS : [ i |

N S L

T

s Lzl L =il
i) T

o \Feiis: Lz S
Thu '-J]_-'-l.'.":r-. 'A-.-
Soit P un point arbitraire a I'intérieur du quadri-
latére cyclique ABCD. Soient K, L, M et N les P ——
projetés orthogonaux de P respectivement sur les
droites (AB), (BC), (CD) et (DA).

Prouver que : %

ABx PM+CD ><=PK BC ><"}3N+DA><PL

L
..-T- ..-‘l.-.--.,-—...-a.-.--u-.—-..—-l.....--fl,- ---rr—---_r - .-L-..-T- ~ ..-T- ..-‘l.-.--.,-—...-u.-.--u-.—-..—-l.....--fl,-
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| i | |
} |

Soit K > 0 un entier. La suite (a,),~, est défi
nie par a; = 1 et a, est le n-iéme entier naturel
supérieur & a,_; qui soit congru & n modulo K.

Déterminer une formule explicite de a,.

J.__.-T- gt .A-s.,._-T- .A....-T - N T r,.n.._.-II.

- .-r-q?—*—-—’u-;-r -—.:’!r---v:.--—--'h—rv—-:-b-r-_-?- e - ..-1.--1?—
| | [
g -ul'}..-.-..---.,r-.-

Exercice_ 56 _ \i;f';'*'

R

Soit S un ensemble infini de points du plan tel
que si A, B et C sont trois points quelconques dans

.I —— b i
j"""‘""‘-"’-“?"’"“"‘"“r' - S, ladistance de A a la droite (BC) soit un entier.
it | st | = et i 1_?_' | - Prouver que les points de S sont tous alignés.
! | - . '

| | 1
et | ottt \ i 4| R A 7. "
3 T S R A
I,- - .-.51..-.-4!-;..,-' . . ,-_T.-[r [

J.-:-\HI:#--T--—\.-

¢ b
.1

*rumditanls Lt —a.'L-a‘-*.----.--f.'l--. q e B v — e
| T e i |
. -..--..- S ..-- -.'i.,.- - 4"-.-..--.,- e o —
[ T || [ | T T {
! r—v-ﬁ-rﬂrh'k-—-r' '—"*i‘ﬂi.ﬂ"-""*lﬁ-‘l‘ Hﬁrrﬁwwhrh'kw‘ﬂr'—:-ﬁi.‘ffi.ﬂ =
|}l
i . l_-..-n,a-..--.-'*....—-. - e s v...k..q.--,.- it g e P bl
i, PN T £ B T
et NEE
.r-_.'--ﬁh--.r‘..& r--‘ﬁu| Ly '-J?-u.'-"-r-. " -
{ ! |, On a des piéces de 1, 2, 5, 10, 20, 50 centimes e .
5 "'"l'" i “I"Il de 1 euro. = ‘-'r_""t‘"'"‘l"'
Prouver que si, avec IV de ces piéces, il est possible . l

Y= ‘A""_‘T""-'“rl o] 1 de payer une facture de M centimes, alors il est

possnble de payer,,qlne facture de 4\] euros avec M
- b

s\

e 1 7 -:..L.,.._ - s ol Lesiadh |
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| i | |
} |

On considére la suite (u,) définie par :

U 4
Uppr = 4 — 12u, —9 sin >0

Montrer qu'’il y aau moins mille fois le.chlﬁre 9
L]

dans P'écriture décimale de 'u..—w a3
A . T

..A__.- e T ¥ VR -
i (S (s Cait
= .-r-qr—*—-—’.--:-r -—.h—-—:;-—-‘h-hrf—-:-b-r-_ﬂi:- o = ..-1.-1?.—
o -‘--_L..._-.-.,rw

Exercice_ 50 _ \i;f';'*'

Trouver toutes les fonctions continues f : C — C
i & ‘vérifiant : |

g e ST - A g

1 [ [ faty)f@—y)=f@ - @)
g (o (5 (0

el L Sehamay L Sy Lo

1 [ e

R et e e lr

| | | |
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*_-,”-_-A.-.-.T -..eL-.‘_T.--.rd,- e T,_ —
’ J-..--..- S N ..-- -.'i.,.- - 4"-.-..--.,- M ol \2 - —
[ T | [ | T T {
! r—v-ﬁ-rﬂrh'k-—-r' '—"*i‘ﬂi.ﬂ"-""*lﬁ-‘l‘ Hﬁrrﬁwwhrh'kw‘ﬂr'—:-ﬁi.‘ffi.ﬂ =
|}l
i . l_-..-n,.»-..--.-'l....—-. - e s v...k..q.--,.- it g e P bl
i, PN T £ B T
fn NEE
o e i Ly '-J?-u.'-"-r-. - .
{ ! |, Un nombre de six chiffres abedef (les premiers .
D friwe o “I"Il chiffres pouvant étre nuls) est dit chanceuz si la -4~ ‘.'r_""t“""‘l" .
somme de ses trois premiers chiffres est égale a la l

Yo .-—-.r-,-.-»._l o] 1 somme de ses trois derniers, c’est—é—dire donc si a+
bte=dtetf.
Prouver que la stmrme de tous -hp-nombres cﬂan—

o o T meaetae —r -— ___;__,..T_..,l_,..‘lr_..jt___,_r.._ o e :._L.,.._T._.-i.___,.,_T._.__;__,._T_..,l_
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