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Introduction

Le résultat historique qui a fait des corps valués un domaine de prédilection des
théoriciens des modéles (et a peut étre aussi attiré 'attention des géométres algébristes
sur la théorie des modeéles) est le théoréme démontré en 1965 par Ax et Kochen (et
indépendamment par Ershov) dans [AK65]. Ce théoréme énonce qu’en caractéristique
résiduelle nulle, la théorie d’un corps valué est totalement déterminée par la théorie du
groupe de valeur et du corps résiduel. Ce théoréme était motivé par la démonstration
d’'une conjecture d’Artin sur les racines des polyndomes homogénes dans le corps des
nombres p-adiques Q,,, dont il a fallu attendre jusqu’il y a quelques années une preuve
purement algébrique.

Bien que le théoréme d’Ax-Kochen-Ershov ne s’applique qu’en caractéristique ré-
siduelle nulle et qu’il ne soit pas & proprement parler un résultat d’élimination des
quantificateurs, il a néanmoins inspiré Macintyre en 1976 (voir [Mac76]) pour démon-
trer un résultat d’élimination des quantificateurs pour la théorie de Q,. Une des ap-
plications algébriques de ce résultat est I'article [Den84| de Denef en 1984, dans lequel
lauteur démontre (ou redémontre, pour certaines) la rationalité de séries de Poin-
caré : si (P;) est une famille finie de polynomes de Q,[X1, ..., X,], on note ay, := #{x
mod p" 1 x € Zy AVi Pi(z) =0 mod p"} et @, = #{r mod p" : x € Z; AVi P;i(x) = 0}.
Le résultat que Denef démontre est que la série des ¥, @; T est rationnelle et sa preuve
donne une nouvelle démonstration du fait que ¥; a;7" I'est aussi. La preuve de Denef
consiste & remarquer que les coefficients de ces séries sont les mesures de sous-ensembles
définissables de Q, et comme, par le théoreme de Macintyre, on sait exactement com-
ment sont construits ces ensembles, cela nous donne des indications sur leur mesure.

En 1988, Grunewald, Segal et Smith dans [GSS88], ont appliqué ce genre de tech-
niques pour montrer la rationalité de séries de comptage des sous-groupes : si G est
un groupe, on note b, le nombre de sous-groupes d’indice n. Ils ont alors montré que
si G est finiment engendré et nilpotent, les b, sont toujours finis et }; b, T’ i est ra-
tionnelle. Leur preuve procéde en deux temps. Tout d’abord, montrer que ’ensemble
des sous-groupes de G d’indice une puissance de p est en bijection avec I’ensemble des
classes d’équivalences d’une relation d’équivalence définissable F sur un sous-ensemble
définissable D de @Z. Et ensuite, trouver une fonction f : D — Q, telle que pour
tout x € D, la mesure de la E-classe de x est égale & v,(f(x)), ot v, est la valuation
p-adique. Dans ce cas précis, la relation d’équivalence E est assez simple pour qu’on
puisse trouver explicitement une telle fonction f, mais cette méthode atteint ses limites
si le E devient trop compliquée, en particulier, si, au lieu de compter les sous-groupes
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d’indice p™, on veut compter les caractéres complexes irréductibles de dimension p™.
De méme que le résultat de Denef sur la rationalité de séries de Poincaré était
possible grace & un résultat d’élimination des quantificateurs qui permettait de savoir
qu’il suffisait de rajouter, pour tout n, ’ensemble des puissances n-iémes comme atomes
pour pouvoir construire tous les ensembles définissables par des opérations booléennes ;
on voudrait aussi savoir exactement quelles sont les relations d’équivalence définissables
dans Q, qu’il faut rajouter pour pouvoir toutes les décrire simplement. En d’autres
termes et pour reprendre la terminologie modéle théorique introduite par Poizat en
1983 dans [Poi83], on veut montrer un résultat d’élimination des imaginaires pour Q,,.
En 2006, Haskell, Hrushovski et Macpherson dans [HHMO06| démontrent qu’on a
I’élimination des imaginaires pour les corps valués algébriquement clos si on rajoute
certains quotients de GL,,(K). Deux ans plus tard, Hrushovski et Martin, dans [HMO0§],
utilisent ce résultat pour montrer I’élimination des imaginaires pour Q,, avec les méme
sortes additionnelles et en déduisent la rationalités des séries de comptage des repré-
sentations des groupes finiment engendrés nilpotents.
Le but de ce mémoire est donc (d’essayer) de démontrer le principal résultat de
théorie des modeéles de [HMOS] : I’élimination des imaginaires pour la théorie de Q,
avec les sortes géométriques et d’en profiter pour démontrer la plupart des résultats
préliminaires sur les corps valués algébriquement clos et les corps p-adiquement clos,
i.e. les corps dont la théorie est celle de Q,. Malheureusement, certaines imprécisions
de la preuve donnée dans [HMOS§| font que la preuve donnée ici n’est pas compléte, il
en manque l'extéme fin.
Ce mémoire s’organise en deux parties. Une premiére, centrée autour des corps algé-
briquement clos, dans laquelle on introduit les notions de théorie des modéles (dont la
notion d’imaginaire) et de théorie des corps valués qui sont nécessaires. On en profitera
pour démontrer le résultat de A. Robinson (voir [Rob56|) d’élimination des quantifi-
cateurs pour les corps valués algébriquement clos et rappeler le résultat de [HHMO06]
d’élimination des imaginaires pour cette méme théorie. La deuxiéme partie, quant a
elle, contient une étude des corps p-adiquement clos : la cloture algébrique et définis-
sable, les types, les extensions algébriques et pour finir les premiers éléments d’une
preuve d’élimination des imaginaires.
Profitons en pour fixer quelques notations :
— le langage £ 4 est le langage £ augmenté d'une constante par éléement de A. Etre
L 4-définissable revient donc & étre L-définissable a paramétres dans A

— on notera ¢ =4 ¢’ pour ¢ et ¢’ ont le méme type au dessus de A;

— pour tout ensemble définissable (ou infiniment définissable) X et tout ensemble
de parametres A dans un modeéle M, on notera X (A) :={z e A: M= X(a)}.

Enfin je tiens a remercier Elisabeth Bouscaren de m’avoir proposé ce sujet de mé-
moire et de m’avoir patiemment encadré au cours de ces derniers mois. Luc Belair
et Pierre Simon pour leurs discussions éclairantes. Tous les professeurs qui m’ont fait
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découvrir et aimer la théorie des modéles : Francois Loeser, René Cori, Martin Hils...
Pierre-Yves Coudert pour sa grande vigilance orthographique et Catherine Kikuchi
pour les synomymes et le thé.



Premiére partie

Les corps valués algébriquement
clos



1. LES LANGAGES DES CORPS VALUES

1 Les langages des corps valués

Définition 1.1 (Corps valué) :
Soient K un corps et I' un groupe abélien totalement ordonné. Une valuation est
une application v: K - T u{oo} telle que :

(i) pour tout a e K, v(a) =00 <= a=0;
(11) pour tous a, be K, v(ab) =v(a) +v(b);
(#ii) pour tous a, be K, v(a+b) > min(v(a),v(b));

(v) pour tout yeT', vy < oo et v+ 00 =00+ =00.

Une autre notion utile est celle d’anneau de valuation mais ces deux notion sont en
fait identiques.

Définition 1.2 (Anneau de valuation) :
Un anneau intégre O de corps de fractions K est dit de valuation si pour tout x € K,
x ou z~ ' est dans O.

Remarque 1.3 :

(i) Soient (K,v) un corps valué et O, = {a € k:v(a) >0}, alors O, est un anneau
de valualion.
D’autre part, soit O un anneau de valuation et K son corps de fraction, alors
K peut étre muni d’une valuation telle gue O soit son anneau de valuation.

(1) Tout anneau de valuation est local. Si K est un corps valué d’anneau de va-
luation O et M est son idéal mazimal, alors O [N est appelé le corps résiduel

de K.

Dans tout ce qui suit, si (K,v) est un corps valué, on notera O, son anneau de
valuation, 91, son idéal maximal, I', son groupe de valuation et k, son corps résiduel.
S’il n’y a pas d’ambiguité sur la valuation on les notera O, My, 'k et kg, voire O,
M, T et k s’il n’y a pas d’ambiguité sur le corps non plus.

Définition 1.4 :

Soient v1 et v deur valuations sur un méme corps K, on dit que v1 < vy si et seule-
ment si Oy, € Oy,. C’est un pré-ordre. On dira que deuzx valualions sont équivalentes
st elles sont équivalentes pour la relation associée & ce pré-ordre, i.e. Oy, = Oy,.

Remarque 1.5 :

Soient v, et vy deux valuations sur un méme corps K, vy est équivalente a vy si
et seulement si il existe o : I'y,, — I'y,, tsomorphisme de groupes ordonnés, tel que
Vo =0 071.
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Il suit de cette remarque qu’on ne considérera désormais les valuations qu’a équi-
valence prés. La théorie des corps valués n’est donc pas tant la théorie des valuations
que la théorie des anneaux de valuation.

Pour faire de la théorie des modéles, il faut introduire le langage qu’on utilisera. 11
y en a un certain nombre qui sont classiquement utilisés dans la littérature. Celui qui
sera le plus utilisé ici est le suivant :

Définition 1.6 (Lgiy) :

Le langage Lgiy est {+,—,x,0,1,div} ot +, — et x sont des fonctions binaires, 0 et
1 sont des constantes et div est une relation binaire. Dans un corps valué (K,v), on
interpréte +, —, x, 0 et 1 par la structure d’anneau de K et xdivy par v(x) <v(y).

La théorie des corps valués est alors donnée par les axiomes suivants :

(i) « K est un corps » ;
(ii) 1divliAa1ldivO;
(i) VaVy 1dive A ldivy = 1dive +y A 1divay;
(iv) VaVy ay =1 = (1dive v 1divy);
(v

On aurait pu tout simplement prendre le langage des anneaux {+,—,x,0,1} et
ajouter un prédicat pour I’anneau de valuation, mais alors, & moins de rajouter I'inverse,
les théories que ’on considére plus loin perdent 1’élimination des quantificateurs.

)
)
)
)

VaVyVz zy =1 = (xdivz < 1divyz).

Remarque 1.7 :
Une sous-Laqiy-structure est un anneaw dont le corps des fractions (qui est aussi une
sous-structure) est un corps valué muni de la restriction de la valuation.

Il y a un autre langage classique, qui est peut étre plus proche de l'intuition que
I’on a de ce qu’est un corps valué, mais qui a le défaut d’étre multi-sorté.

Définition 1.8 :

Le langage tri-sorté des corps valué est constitué de trois sortes K, I'os et k et des
symboles suivants :

- {+,-,%,0,1} sur K et k;

- {+,-,0,<,00} sur ' ;

-v: K ->Tw;

- res: K = k.

Il faut alors faire attention que la théorie des corps valué dans ce langage contient le
fait que v et res sont surjectives, bien que ce ne soit pas le cas de toutes les structures. A
ce détail prés, la théorie des corps valués a les méme propriétés dans ces deux langages,
et, en particulier, les sous-ensembles définissables de la sorte K sont exactement les
méme que ceux qui sont définissables dans Lygjy.
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Définition 1.9 (ACVF) :
On note ACVF la théorie des corps valués algébriquement clos de waluation non
triviale dans Laiy. Elle est composée des axiomes sutvants :
- « K est un corps valué » (voir laziomatisation de la théorie des corps valués
ci-dessus) ;
— pour tout n € N*, « tout polynéme de K[X ] de degré n admet une racine » ;
— il existe x tel que ~(xdivl).

Dans la suite de ce mémoire, & de rares exceptions prés, les corps valués seront tou-
jours non trivialement valués. On ne considérera des corps valués de valuation triviale
que dans la preuve du théoréme (3.4) car ils pourront apparaitre lorsque 1’on considére
des sous-structures.

Pour finir, nous allons définir une classe de corps valués particuliére qui est trés
présente en théorie des modeéles. A vrai dire, tous les corps dont on étudie la théorie
dans ce mémoire en font partie.

Définition 1.10 (Corps Hensélien) :

Un corps valué (K,v) est dit Hensélien si pour tout polynéme P[X] ¢ O[X] el
tout a € O tel que res(P(a)) =0 et res(P'(a)) # 0, il existe b e O tel que P(b) =0 et
res(a) =res(b).

Proposition 1.11 :
Soit (K,v) un corps valué, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) K est Hensélien.

(1) Il n’y a qu’une extension de v o toute extension algébrique de K (a équivalence
pres).

(13) Il n’y a qu’une extension de v a toute extension finie de K (a équivalence preés).

(iv) (Hensel-Rychlik) Soient P[X] € O[X] et a € O tel que v(P(a)) > 2v(P'(a)),
il existe alors be O tel que P(b) =0 et v(b—a) =v(P(a)) —v(P'(a)).

Démonstration.

(iv) = (i) Soient P € O[X] et a € O tel que res(P(a)) = 0 et res(P’'(a)) # 0 ie.
v(P(a)) > 0 = v(P'(a)). Alors par (iv) il existe b € O tel que P(b) = 0 et
v(b-a)=v(P(a))-0>0.

(i) = (iv) Comme v(P’(a)) est strictement majoré par une valuation, on ne peut pas
avoir P'(a) = 0. Soient ¢ = —P(a)/P'(a) et Q(X) = P(Xc+a)/P(a). Si P(x+
a) = Yo NiX" on a bien \; € O et Q(X) = Xya;(-1/P'(a)) P(a)"1 X" Son
coefficient constant est ag/P(a) =1 € O. Le coefficient de X est —a1/P'(a) =-1¢
O et pour les autres on a v(a;(=1/P'(a))'P(a)"1) > (i-1)v(P(a)) —iv(P'(a)) >
(2(i-1) =4)v(P'(a)) 2 0. On a donc bien Q(X) € O[X]. De plus v(Q(1)) =
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(X" a;(~1/P'(a))'P(a)") et tous les termes de la somme sont dans M donc
v(Q(1)) > 0. De méme, v(Q'(1)+1) = v(Xiy asi(-1/P'(a))"P(a)") > v(Q(1)) >
0 et donc v(Q'(1)) = 0. Le (i) nous donne alors d € O tel que Q(d) = 0 et
v(d-1) >0, en particulier v(d) = 0. Si on pose b= cd+a alors P(b) =Q(d) =0 et
v(b-a)=v(c)+v(d) =v(P(a))-v(P'(a)).

(i1) = (ii7) C’est évident.

(i71) = (1) Soient K <L une extension algébrique et O et Oy deux anneaux de va-
luation de L qui étendent O,. Pour tout x € L, K[x] est une extension finie de
K et O1nK[z] et OanK[z] en sont deux anneaux de valuation. Par (iii), ils

sont égaux. Pour tout z € L on a donc z € 01 <= x € O1nK[z] < z ¢
OynK[z] <= z€0,.

(i) <= (1) Se reporter a [EP05, Proposition 4.1.3, p. 87-90]. ]

On peut remarquer une conséquence immédiate de la proposition que l'on vient
d’énoncer : comme un corps algébriquement clos n’a pas d’extension algébrique, il est
Hensélien.

Corollaire 1.12 :
Toute extension algébrique d’un corps Hensélien est Hensélienne.

Démonstration. Soit (K,v)<(L,w) une extension algébrique de corps valué, ou K est
Hensélien. Alors toute extension algébrique L’ de L est une extension algébrique de K
et comme toute valuation qui étend w étend v, il ne peut y avoir qu’une extension de
wa L ]

Proposition 1.13 (Existence de I’Hensélianisé) :

Soit (K,v) un corps valué, il existe un corps hensélien (K",v") et une injection de
corps valué i : K — K", qui est universelle au sens suivant : pour toute injection j de
K dans un corps Hensélien L, il existe une unique injection 7 de K" dans L telle que

j=70i
Démonstration. On peut en trouver une dans [EP05, 5.2.2, p.121] O

2 Les extensions des valuations

Le but de cette section est d’étudier comment les valuations peuvent s’étendre & une
extension de corps. On montrera tout d’abord que de telles extensions existent toujours,
et ensuite on se restreindra aux extensions algébriques pour démontrer le théoréme de
conjugaison (voir (2.15)). La preuve donnée ici de ce dernier théoréme est inspirée de
[Rib99 ; EP05]. On peut aussi en trouver une dans [Lan(02, Corollary XII1.4.9, p.485].
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Définition 2.1 (Extension de valuation) :
Soient (K,v) et (L,w) deuz corps valués tels que K <L. On dit que w étend v (et
on note (K,v)<(L,w)) st OynK =O,.

On remarque alors que w) g et v sont équivalentes et donc quitte & remplacer v par
une valuation équivalente, on peut supposer w g = v.

Tout d’abord montrons le théoréme d’extension de Chevalley, la preuve donnée ici
est celle de [Rib64, Théoréme 4, p. 43-45]

Théoréme 2.2 (Extension de Chevalley) :

Soient K un corps, A un sous-anneau de K et p un idéal premier de A, il eziste
alors un anneau de valuation O de K d’idéal mazimal I, tel que AC O et MNA =

p.

Démonstration. Soit F = {(O,M) : Ac O c K, O est un sous-anneau local de K
d’idéal maximal 9t et M n A = p}. Cette famille contient A, (le localisé de A en p)
qui est bien un sous-anneau local de K qui contient A et dont 'idéal maximal est
pA, dont 'intersection avec A est bien p. De plus, on peut ordonner cette famille par
(B, M) < (B',M') si Bc B et M n B =M. Muni de cette ordre F est inductive, en
effet si (O;,9M;) est une chaine alors O = J; O; est un sous anneau de K qui contient
A et dont 9T = U; M; est un idéal. Si I est un autre idéal de O, alors, pour tout 4,
InO; est un idéal de O; et donc I n O; € M;. Comme tout point de I est dans un O;,
il s’en suit que I € 91 et ce dernier est donc bien I'unique idéal maximal de O. Enfin
MNA=U;MnA=U;p=p.

Par le lemme de Zorn, il existe (O, ) maximal dans F. Supposons qu’il existe
reK tel que x ¢ O et z7! ¢ O. Supposons alors que M[x] = O[x], il existe M’ un
idéal maximal de O[z] qui contient M[x]. Montrons alors que O[x ]y, est un élément
de F. C’est un sous-anneau de K qui contient A et dont 'unique idéal maximal est
M'O[x ]y, De plus, M O[x]gy nO = (M O[z]gy nO[2])nO =M nO 2 M[z]nO 2 M,
or M'O[x]gy N O est un idéal de O qui ne contient pas 1 (sinon M'O[x]yy,, devrait le
contenir, ce qui contredirait son caractére maximal) et donc IM'O[z]gy N O = M. En
particulier M'Oz]gypy N A = (M O[]y NO)NA=MnA=p. Comme O ¢ O[x], cela
contredirait le fait que (O,9) soit maximal. On a donc montré que O[z]9M = O[x].
Par le méme argument appliqué & 71, on a aussi O[z71]9 = O[z71].

Il s’en suit que 1 = Y7, a;x’ = o bz~ ou les a; et les b; sont dans 9. De plus, on
peut supposer que n et m sont minimaux et que m < n (l'autre cas est identique). On

a alors Y7 bz =1-bg € O\IM et donc, en posant ¢; = 1?—20 qui est toujours dans 9N,

onal=Y" ¢z dona” =Y cia" et 1= 0z’ = Y art + YL ancn it
ce qui contredit la minimalité de n.
Il s’en suit donc que pour tout z € K, soit x soit 27! est dans O et ce dernier est

donc bien un anneau de valuation. m]
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On peut en déduire immédiatement l'existence d’extensions pour les valuations.

Corollaire 2.3 :
Soient (K,v) un corps valué et K <L une extension de corps, il existe alors une
valuation w sur L qui étend v.

Démonstration. On applique le théoréme (2.2) dans L avec A = Ok et p = Mg. 1l
existe donc O un anneau de valuation de L d’idéal maximal 91 qui contient O et
tel que Mn K = M. Si on avait x € (OnK) qui ne soit pas dans Ok, on aurait
7t e My €M, mais comme z € O, on aurait 1 € M ce qui est absurde. On a donc bien
OnK = Ok et donc toute valuation sur L associée a O étend v. a

Remarque 2.4 :

La principale conséquence de ce théoréme est que tout corps valué (K,v) peut étre
plongé dans un corps valué algébriquement clos muni d’une valuation qui étend v. Cela
sera particulierement utile quand on voudra étudier la théorie de Q, car tout modele de
cette théorie se plonge donc dans un corps valué algébriquement clos, théorie que l'on
connait mieut.

Rappelons ensuite le théoréme des restes chinois qui sera utilisée dans la preuve du
théoréme d’approximation (2.6).

Théoréme 2.5 (Théoréme des restes chinois) :

Soient A un anneau, (A;)i=1..n des idéaux tels que A; +A; = A pour tout i # j,
alors la fleche canonique A — []; A/2; est surjective.

On prouve maintenant une version trés faible du théoréme d’approximation, mais
qui suffira a notre démonstration. On peut en trouver des versions plus fortes dans
[EP05] ou [Rib99].

Théoréme 2.6 (Théoréme d’approximation) :

Soient (v;)i=1..n des valuations incomparables d’un corps K et M; l'idéal mazimal
de O; Uanneau de valuation associé o la valuation v;, alors pour tout (a;) € [1; Oy,
il existe a € N); O; tel que pour tout i, a —a; € M;.

Commencons par démontrer un lemme technique.

Lemme 2.7 :
En reprenant les notation précédentes, soit A = N; O; et p; = AnIN,;. Alors pour
tout i, O; = Ay, (i.e. le localisé de A en ;).

Démonstration. Comme A € O; et que A\p; € O;\M; = O, il s’en suit que Ap, € O;.
Soit maintenant a € O; (on peut supposer a non nul sinon c’est fini). Soit p un nombre
premier supérieur a la caractéristique de tous les k; = O; /9 et tel que le résidu de a

10
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-1
p k et

dans k; (quand il existe) n’est pas une racine p-iéme de 'unité. On pose b = Y00

on va montrer que b~ € A\p; et ab! € A.

Soit j tel que a € O; et soit a; son résidu dans kj;. Si a; = 1 le résidu de b, noté Z)j,
est égal & p qui est non nul. Sinon lA)j = (1—&?)(1—@)_1 # 0. Dans les deux cas vj(b) =0
et donc b! e 0% = 0;\9M; et bien sar ab~l e O;. Comme a € O;, on a, en particulier,
que b1 ¢ M; 2 p;.

Si a ¢ O, alors vj(a) < 0 et donc a™! € M;. Si on pose ¢ = Zi;é a*, on a alors
a’b=ce O; et de plus, par les méme considérations que précédemment, c est inversible
dans O;. On a donc bl =a @D et ab! = o=@ D! ls sont bien tous les deux
dans O;.

On a donc bien montré que ab™ et b~! sont dans N; Oj et que b~! ¢ p;. 1l S’en suit
immeédiatement que a = ab 1 /b! € A,.. i

Démonstration(Théoréme (2.6)).

En reprenant les notations du lemme, si p; € p;j, comme Ay, = O;, on aurait alors
O; € O;, ce qui est impossible car les valuations sont incomparables.

Montrons de plus que les p; sont maximaux. En fait on va montrer que tout idéal
propre 2 de A est inclus dans un p;. Cela suffira car si on a un idéal propre de A tel
que p; € 2 alors il existe j tel que p; € 2 ¢ p;. Comme les p; sont incomparables, on
doit alors avoir i = j et p; = 2.

Par I"absurde, soit donc 2 qui n’est inclus dans aucun p;, on a alors pour tout ¢ un
a; € A\p;. De plus, comme p; ¢ p; pour i # j, soit by; € p;\p;. On pose alors ¢; = [1;4; bi;
qui est donc un élément de p; pour tout ¢ # j. De plus comme p; est premier, ¢; ¢ p;. Les
ajc; sont donc des éléments de 2 qui sont dans tous les p; pour ¢ # j et mais pas dans
p;. Et sion pose d = };ajc; on obtient alors un élément de 2 qui n’est dans aucun des
p;. Comme p; = An I ils ne sont dans aucun des M;. Comme les O; sont des anneaux
locaux, d~! € @; pour tout i et donc d~!' € A ce qui implique que A contient un élément
inversible et donc 2 = A.

Comme les p; sont maximaux et distincts, le théoréme des restes chinois (2.5)
implique que la fleche canonique A — []; A/p; est surjective. De plus, le morphisme
canonique A - Ap, - Ay, /piAp, qui a a € A associe a/l + p; A, est une surjection. En
effet, soit a/b e Ay, i.e. b e A\p;. Comme p; est maximal, I'idéal engendré par p; et b
est A. Il existe donc c € A tel que a—cbep; et donc a/b—c=(a—cb)/bep;A,, et donc
a/b+yp; Ay, est I'image de c € A. De plus cette surjection passe au quotient et on a donc
une surjection A/p; - Ay, /piAp,. Mais ces deux anneaux sont des corps et le morphisme
est donc injectif, i.e. Afp;= Ay, /piAp,. Comme par le lemme (2.7) on a Ay, = O; et que
son idéal maximal est p; Ay, = M;, on a une fleche A — [T; O; /M qui est surjective et
il suffit de prendre pour a 'antécédent de (a; +9;)iz1. n- |
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2. LES EXTENSIONS DES VALUATIONS

Lemme 2.8 :
Soit (K,v)<(L,w) une extension algébrique de corps, alors :
(i} I'y c diV(FK) 5

(i1) ki <kr est une exstension algébrique.

Démonstration.

(i) Soit w(x) € I'r, comme K<L est algébrique, il existe P € K[X] tel que
P(z) = ¥;a;z" = 0. Mais alors, comme w(P(z)) = oo il existe i et j distincts
tels que w(a;z") = w(ajz’) et donc (j—i)w(z) =v(a;) - v(a;) € Tk.

(ii) Soient res(w) € ky et P € K[X] tel que P(x) = Y;a;x° = 0. Soit a;, de
valuation minimale parmi les a;, on a alors Q(x) = ¥, ctiai‘olgr:z € Oy[x] qui
annule z. Comme le coefficient ip de @ est 1, celui de res@ aussi, i.e. res(Q)
est un polynéme non nul, et res(Q)(res(x)) =res(Q(x)) = 0. ]

Corollaire 2.9 :
Soit (K,v)<(L,w) une extension algébrique de corps valués. Si v est triviale alors
w est triviale qussi.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme qui précéde. En effet

div({0}) = {0}. O

Lemme 2.10 :
Soit O un anneau de valuation, alors O est intégralement clos (dans son corps de
fractions K ).

Démonstration. Soient P € O[X] unitaire et x € K tel que P(z) = 0. Notons P =

o a;x" et supposons que v(x) < 0. Alors pour tout i < n, on a v(a;z") = v(a;)+i-v(z) >
iw(z) >n-v(zx) =v(az™) et donc v(P(a)) =n-v(x) + oo = v(0), ce qui est absurde,
donc z € O. m]

Lemme 2.11 :
Soit (K,v) un corps valué algébriqguement clos, on a alors :

(i) Tk est divisible ;

(ii) ki est algébriguement clos.

Démonstration.

(i) Soient v(x) e ' et n e N. Comme K est algébriquement clos, il existe y € K
tel que y™ = z. On a alors nv(y) = v(x).

12
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(ii) Soit P € ki [X ] unitaire il existe alors @ € O,[ X | unitaire tel que res(Q) = P.
Comme K est algébriquement clos il existe x € K tel que Q(z) = 0. Comme
O, est intégralement clos par le lemme (2.10), on a x € O, et P(res(x)) =

res(Q(x)) = 0. ]

Lemme 2.12:

Soit (K,v)<(L,w) une extension normale de corps valués. Alors pour tout o €
Aut(L/K), wo o est une valuation et Nyepu(r/K) Owoo €5t la cloture intégrale de O,
dans L.

Démonstration. Le fait que w o ¢ soit une valuation suit de vérifications évidentes.
De plus, comme Oy est intégralement clos dans L (voir lemme (2.10)), la clo-
ture intégrale de O, est incluse dans Nyepur(r/K) Owosr. Réciproquement, soit z €
NoeAut(L/K) Owor- Comme I'extension est normale, P(X) = [Tyeaut(r/x)(X — 0 (7)) €
K[X] et comme Ouop = 0 1(Oy), pour tout o € Aut(L/K), w(o(x)) < 0 et donc
P e O,[X]. Mais, comme O, nK =0, on a PeO,[X] et ce polyndme est unitaire et
annule z. m|

Lemme 2.13 :
Soit (K,v) un corps valué, K <L une extension algébrique de corps et O1 € Qg deus
anneauz de valuation de L au dessus de O, alors O1 = Os.

Démonstration. Montrons tout d’abord que My € O, olt Moy est 'idéal maximal de
Os. Soit x € My, comme Oy est un anneau de valuation, on a x € 01 ou e Si
z71 € O € Oy alors z est inversible dans @5 ce qui est absurde. De plus comme Dy est
un idéal de @y 2 O c’est aussi un idéal de @1. On a alors O = O [y € Og [Ms = ky.

Comme O et O4 sont des anneaux de valuation au dessus de Ok, on a en particulier
que My € Mo N O et done que kg = Ok /My C O;. D’aprés le lemme (2.8), ki <ko
est une extension algébrique, et comme on a kg C O < ko, il sen suit que pour tout
xe€ @\1, kx[x] est une k-algébre de dimension finie, intégre, donc un corps. Comme tout
élément de O; est inversible, ¢’est done un corps. Mais O est un anneau de valuation
de k9. En eﬂf@,\soit Teko,outxeOyc Ky SixeO alors T € (/9\1 et si 271 € O
alors ()" =21 € @;. On a donc O; = Frac(O) = ky. Il s’en suit immeédiatement que
01 = 02. O

Lemme 2.14 :
Soient v et (v;)i=1..n des valuations non triviales de K telles que N; Oy, € Oy, alors
il existe un indice ig tel que O, et Ovio sont comparables.

Démonstration. Quitte a retirer les j tels que O, S O,; pour un certain ¢ # j, on
peut supposer qu’aucune des valuations v; ne sont comparables. Supposons alors que
v n’est comparable & aucune des valuations v;, alors par le lemme (2.6), il existe
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3. ELIMINATION DES QUANTIFICATEURS DANS ACVF

x €); Oy, NO, tel que v(x—1) >0 et v;(z) >0 pour tour 7. Mais alors comme v(z) >0
implique v(x - 1) =0, on a donc v(z) = 0. De méme on trouve y € K tel que v(y) >0
et v;(y) = 0 pour tout i. Mais alors v(z/y) = —v(y) <0 et v;(z/y) = v;(x) >0 pour tout
i, ce qui contredit le fait que M; Oy, € O,. O

Théoréme 2.15 (Théoréme de conjugaison) :

Soit (K,v) un corps valué et (K,v)<(L,w) une extension normale de corps valué,
alors toute valuation w' sur L qui étend v est de la forme (a4 équivalence prés) woo
pour o € Aut(L/K).

Démonstration. Le cas des extensions de la valuation triviale est traitée dans le corollaire
(2.9), on peut donc supposer que v n’est pas triviale.

Comme w’ étend v, Oy NK = O,. De plus, d’aprés le lemme (2.10), O, est
intégralement clos dans L et d’aprés le lemme (2.12), Nyeaut(k/x) Owoo est la cloture
intégrale de O, dans L, on a donc Nyeaut(r/K) Owoo € Ouwr. Mais alors d’aprés le lemme
(2.14), comme Aut(L/K) est fini, il existe o € Aut(L/K) tel que Oy et Oyop sont
comparables et donc, par le lemme (2.13), w’ et w o o sont équivalentes. |

Le résultat que ’on utilisera vraiment est une extension de ce théoréme a toute la
cléture algébrique.

Corollaire 2.16 :

Soient (K,v) un corps valué, K1 et Ko deux clotures algébriques de K. Soient
vy et vy des valuations sur Ky et Ko respectivement qui étendent v. Alors il existe
o €lsog (K1, K2) tel que v1 = vy 00 (4 équivalence pres).

Démonstration. Soit X := {(L1,0) : K<L1<Ki,0 € Endg(L1,K2) et vij,, =va200}.
L’ensemble X ordonné par l'inclusion est inductif et donc par le lemme de Zorn, il
existe (L1,0) € X maximal. Montrons que L = K7. On aura alors K <o(K;)< K et
o (K1) algébriquement clos d’on o(K7) = Ky et on aura terminé.

Supposons donc, par Uabsurde, qu’on ait a € K1\Ly. Soit L} la cloture normale de
Li[a]. Comme K est la cloture algébrique de Ly, par unicité de la cloture algébrique
(au dessus d’un isomorphisme), on peut étendre o en o’ € Isox (K, Ks). Le corps
L’1 est muni de deux valuations qui sont les restrictions de vy et v9 o ¢, et ces deux
valuations coincident sur L;. Par le théoréme (2.15), il existe 7 € Aut(L}/Ly) tel que
Vi = V20 o' o7. Mais alors (L},0"o7) € X, ce qui contredit le fait que (Li,0) soit
maximal. O

3 Elimination des quantificateurs dans ACVF

La preuve de I’élimination des quantificateurs pour les corps valués est adaptée de
celle de [Cha08| en utilisant un autre critére, plus élémentaire.
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3. ELIMINATION DES QUANTIFICATEURS DANS ACVF

Lemme 3.1 (Critére d’élimination des quantificateurs) :

Une théorie T' dans un langage L admet [’élimination des quantificateurs si et seule-
ment si pour tous modeles M et N de T qui contiennent une L-structure commune A,
toute formule @ de L4 et m e M tel que M = p[m], il eziste n € N tel que N = ¢[n].

Etant donné qu'une preuve de ’élimination des quantificateurs suivant ce critére
contient explicitement une preuve de la modéle-complétude, pour plus de clarté, on va
naturellement procéder en deux temps. Tout d’abord montrer la modéle-complétude,
puis en déduire I'élimination des quantificateurs, en utilisant le théoréme de conjugai-
Som.

Lemme 3.2 :
La théorie ACVF est modéle-compléte.

Démonstration. On va utiliser le critére de Tarski-Vaught. Soient (K, v) et (L,w) deux
modeles de ACVF tels que (K,v) est une sous-structure de (L,w), i.e. un sous-corps
muni de la restriction de la valuation par la remarque (1.7). Soit alors ¢[x,a] € Laiy
ot @ est un uplet de K et m € L tel que L £ ¢[m,a]. On veut montrer qu’il existe
m’ e K tel que K = ¢[m/,a]. Si m = 0 alors il est déja dans K et c’est évident. On
peut donc supposer m inversible et comme toute formule sur m est équivalente & une
formule sur m ™~ (il suffit de remplacer « par 1/z dans les polynémes qui apparaissent et
multiplier par la bonne puissance de = pour que cela garde un sens), on peut supposer
que w(m) > 0. De méme, si m est algébrique sur K, qui est algébriquement clos, on a
m € L et c’est fini. On peut donc aussi supposer que m est transcendant sur K.

Il y a donc trois cas qui correspondent aux différentes formes d’extension transcen-
dante.

Extension purement ramifiée : Supposons qu’il existe b € K tel que w(m->b) ¢ I'.
Quitte & considérer ¢[x +b,a], on peut considérer que w(m) ¢ I'k. On peut alors
supposer (comme toujours) que ¢ est une conjonction d’atomes et de négation
d’atomes, i.e. de la forme suivante :

/\-Pi(z) =0A A\ Rj[z]divR[z] A /\ -R;[x]div R}[x]
i=1 j=1 jen'+1

Notons R; = A1 [Tx(z — a; )™ et de méme pour R;-. Quitte a agrandir @, on
peut supposer que toutes les racines sont dedans. Soit alors (G, D) la coupure de
w(m) dans v(a), i.e. G={xea:w(x) <w(m)} et D={xeca:w(m)<w(zx)}.
On a alors

w(R;j(m)) =wN)+ > njpw(ajr)+ Y njpw(m)

aj,kEG ajykeD
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et donc R;j(m)div Rj(m) si et seulement si :

A.
P+ 2 mjgwage) = 3 niw(aie) + (Y = o mg)w(m) <0,
a;7kEG’

v
j a; L€G aj k€D a;‘,kED

c’est-a-dire njw(m) < bj avec nj € Z et bj € I'. Comme L est algébriquement clos,
['fc est divisible (voir lemme (2.11)) et comme w(m) ¢ I'x, R;j(m)div R}(m) est
donc équivalent a w(m) < b; ou w(m) > b avec b; € I'k. Quitte a supposer que les
b; sont dans v(a), les conditions sur la valuation de m (méme les négations) sont
donc toutes équivalentes & la réalisation de la coupure de w(m) sur v(a). Mais
comme I' = DLO dont tous les modéles sont w-saturés, il existe m’ € K qui réalise
cette coupure. De plus pour tout u € K tel que w(u) > w(m’), w(m'+u) = w(m’)
réalise aussi cette coupure et il y a donc une infinité de valeurs possibles pour m’.
Il suffit d’en prendre une qui n’annule aucun des P; et on a alors K E ¢[m’,a].

Extension purement inertielle : Supposons qu’il existe b et ¢ € K tel que res((m —
b)/c) ¢ kx. Quitte & considérer p[cx + b,a], on peut considérer que res(m) ¢ k.
Sionabe K tel que v(b) = w(m), on a alors w(m —b) > w(m) > 0. Mais si
w(m —b) >0 on a alors res(m —b) = 0 et donc res(m) = res(b) € kx ce qui est
absurde. Donc w(m —b) = 0. Soit alors (G, E, D) la coupure de w(m) dans v(a),
ou E={zea:w(z)=w(m)}. On a alors :

w(Rj(m1)) =w(N)+ > njpw(ajr)+ >, njrwi(mr).

aj r€G aj reD
Comme kg est algébriquement clos pas le lemme (2.11), il est infini et il y a donc
une infinité de m’ € K tels que w(m') = 0 et res(m’) # res(b) pour tout b € a. On
en choisit un qui n’annule aucun des P;. On peut alors vérifier que pour tout b € a
on a w(m—>)=w(m’-b). En effet, si be D, w(m’'-b) =w(m') =0 =w(m-10),
sibeG, wim' -b) =w(b) =w(m->) et si w(b) =0, w(m' —b) >0 mais comme
res(m’) # res(b), w(m'—b) <0 et donc w(m’ -b) =0=w(m->). Il s’en suit donc
que K E p[m’,a].

Extension immeédiate : Il reste le cas ot, pour tout b € K, w(m —b) € 'k et pour
tous b, c € K, res((m —b)/c) € kx. L’ensemble X = {w(m -0) :be K} n’a alors
pas de maximum. En effet soit b, ¢ € K tel que w(m - b) = w(c). On a alors
w((m =0b)/c) =0 et il existe donc u € K tel que res(u) = res((m —b)/c). On a
donc w((m -=0b)/c—u) >0 et donc w(m - (b+wuc)) > w(c) =w(m->). On peut
donc trouver m’ € K tel que w(m' —m) > w(m - b) pour tout b € a. On a alors
w(m'=b) = w(m’'—mi+mi->b) = w(m->b) et donc pour tout polynéme P € K[X]
a racines dans a, w(P(m)) = w(P(m')). De plus comme X n’a pas de maximum,
il y a une infinité de m’ qui conviennent. On peut donc en prendre un qui n’annule
aucun des P;. On a alors K = ¢[m/,a]. o
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Remarque 3.3 :

(i)

(i)

La modéle complétude nous permet alors de comprendre la cléture algébrique
dans ACVF. En effet, soit (K,v) = ACVF et Ac K. Comme Lqiy, contient le

-
langage des anneauz, il est évident que acl(A) contient K' = Frac(< A >)ag,
i.e. la cloture algébrique du corps des fractions de lanneau engendré par A

—al .
(que l'on notera dorénavant A™® méme si A nest qu’un ensemble quelconque
de parameétres). De plus, il est évident que K' est un corps valué algébriquement

clos et donc K' <K, ce qui implique que acl(A) ¢ K' = A% ot done acl(A) =
—ralg

A

FEn revanche, dcl n’est pas la cléture rationnelle comme c’est le cas dans les
corps algébriqguement clos. C’est en fait ’hensélianisé. En reprenant les no-
tations précédentes, comme Lgaiy contient le langage des anneauzr, Frac(< A >
) € dcl(A) on peut donc supposer que A = Frac(< A >) et donc que A est un
corps. On choisit alors A" un Hensélianisé de A. Comme K est algébrique-
ment clos (et donc Hensélien) il s’en suit que A" s’ingecte dans K. Quitte
Uidentifier o son image, on peut donc considérer que c’est un sous-corps de
K. Soit alors o un automorphisme de K (en tant que corps valué) qui fize A.
Il s’en suit que si on note i : A - A" et j : A" > K les injections induites
par linclusion, on a 0ot = 014 = jo1t et donc par la propriéte universelle
de l’Hensélianisé, oan = j i.e. AP est fizé point par point par o. Il s’en suit
donc que A" c dcl(A). Toujours comme Laiy contient le langage des anneaus,
del(A) doit contenir K' = Ems, la cloture inséparable de A". Montrons alors
que dcl(A) = K'.

Soit © ¢ \K'. Comme x est séparable au dessus de K', il existe un automor-
phisme o de K qui fize K' mais pas x. Mais comme K' est Hensélien par le
corollaire (1.12), v est vo o qui sont deuz valuations de K qui coicident sur
K' sont équivalentes, i.e.0(Ok) = Ok et donc o est un automorphisme de K
en temps que corps valué. On a donc x ¢ dcl(A).

Théoréme 3.4 :

’La théorie ACVF admet l'élimination des quantificateurs dans le langage Laiy-

Démonstration. Soient (K1,v1) et (K2,v2) deux modéles de ACVF et (K,v) un sous-
corps valué commun (qui est bien une sous-Lgj,-structure de chacun des modeéles par
la remarque (1.7)). Soient (K7,v]) et (K5, v5) les clotures algébriques de K dans K
et Ko respectivement, munis des restrictions des valuations. Par le corollaire (2.16), il
existe o € Isox (K7, K4) qui soit un isomorphisme de corps valué. Il induit un plonge-
ment de K| dans Ks et on peut donc remplacer K par K7, i.e. considérer que K est
algébriquement clos.
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Soient alors p[x] € Lg;y sans quantificateurs & parameétres dans K et mq € K tel
que K1 &= ¢[m1]. Si K est de valuation non triviale, c’est un modele de ACVF et donc
par modeéle-complétude (voir lemme (3.2)), K £ Jzp[x] implique K = Jzp[z], qui
implique Ky £ 3z p[z].

Reste le cas on K est trivialement valué. La preuve du lemme (3.2) marche encore
et permet de trouver un m € K tel que K £ ¢[m] et donc, comme ¢ est sans quan-
tificateurs, Ky = p[m], sauf dans le cas de 'extension totalement ramifiée, car on a
alors {0} ¥ DLO. Mais dans ce cas-1a, la coupure de m; sur K se résume a savoir si
v(mq) > 0 ou pas. Il suffit alors de choisir mg € K3 qui n’annule aucun des P; et tel que
v(msz) > 0 si et seulement si v(mq) > 0. On aura alors bien Kj = p[ma]. ]

Une premiére remarque que 'on peut faire est que I’élimination des quantificateurs
dans le langage tri-sorté se déduit assez facilement du résultat que 'on donne ici et
permet de démontrer que I' est un pur groupe abélien totalement ordonné, divisible et
sans torsion et que k est un pur corps algébriquement clos.

Comme souvent, il n’est pas difficile de déduire les complétions d’une théorie, une
fois que l'on sait qu’elle admet 1’élimination des quantificateurs.

Corollaire 3.5 (Complétude de ACVF) :

Les complétions de ACVF sont données par la caractéristique du corps et celle du
corps résiduel (appelée caractéristique résiduelle). Les cas possibles sont (0,0), (0,p) et
(p,p) ou p est un nombre premier. On note ACVF () ces différentes complétions.

Démonstration. Si un corps valué est de caractéristique p alors sa Lgjy-théorie contient
P, 1=0.Siil est de caractéristique résiduelle p alors v(p) > 0i.e. ~(¥%; 1div1). Les
complétions de ACVF fixent donc bien ces deux caractéristiques.

D’autre part, comme on a un morphisme d’anneau qui va de O ’anneau de valuation
(qui est de méme caractéristique que le corps valué) vers k, le corps résiduel, il s’en suit
que la caractéristique résiduelle divise la caractéristique et les cas possibles sont donc
bien (0,0), (0,p) et (p,p).

Si un corps valué K est de caractéristique (0,0), alors Z ¢ K. Comme pour tout
n € Z\{0}, v(n) = v(X;1) > v(1) = 0 mais qu'on ne peut pas avoir v(n) > 0, on
a v(n) =0 et donc Z muni de la valuation triviale est une sous-structure de tous les
corps valués de caractéristique (0,0), par élimination des quantificateurs, cela suffit
pour montrer que ACVF g ) est compleéte.

Si un corps K est de caractéristique (0,p), alors Z ¢ K, mais maintenant, pour
tout n € Z\{0} on a v(n) >0 <= res(n) =0 <= pn. D’ott Z muni de la valuation
p-adique (voir définition (6.6)) est une sous-structure commune a tous les modéles de
ACVF (g ). Enfin, si K est de caractéristique (p,p), alors Z /pZ muni de la valuation
triviale est une sous-structure de K. a

Une autre conséquence de ce résultat d’élimination des quantificateurs est un ré-
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sultat de Holly (voir la proposition (3.7)), qui donne une description canonique des
ensembles définissables de ACVF. Cette description utilise des sous-ensembles d’un
corps valués qui sont particulierement importants : les boules. Si (K,v) est un corps
valué, pour tout v € 'k et a € K, on note By, (a) = {z € K : v(z —a) > v}, la boule
fermée de centre a et de rayon v et By (a) = {zx € K :v(z—a) > 7}, la boule ouverte de
centre a et de rayon . Une boule de K est alors n'importe quel ensemble définissable
qui soit d’une de ces deux formes. Il faut cependant faire attention au fait que si K < L,
I’empreinte d’une boule de L dans K n’est pas forcément une boule.

Définition 3.6 (Fromage suisse) :

Soit (K,v) un corps valué. Un fromage suisse de K est un ensemble de la forme
b\(U, b;) ot b et les b; sont des boules. On dira que deuz fromages suisses sont trivia-
lement emboités si la boule extérieure de ['un est un trou de lautre.

Proposition 3.7 ([Hol95, Théoréme 3.26]) :
Soit (K,v) = ACVF, tout sous-ensemble définissable de K s’écrit de maniére unique
comme une union finie de fromages suisses non trivialement emboités.

Enfin, maintenant que ’on sait que ACVF admet I’élimination des quantificateurs,
I’étude des formules faite dans la preuve de (3.2) permet de décrire le cardinal des
ensemble définissables.

Proposition 3.8 :
Soit (K,v) £ ACVF, alors tout ensemble définissable dans K est soit fini soit du
cardinal de K.

Démonstration. Montrons tout d’abord qu’il suffit de considérer les ensembles & une
variable. Soient X ¢ K™ définissable et m; la projection sur la i-iéme composante. Si
tous les 7;(X) sont finis, alors X est inclus dans un produit fini d’ensemble finis et
est donc fini. Par contre, si I'un des 7;(X) est infini, il suffit de montrer que ce m;(X)
est de méme cardinal que K car c’est alors aussi le cas de X qui se surjecte sur cet
ensemble.

Soit alors X ¢ K définissable par une formule ¢. Par élimination des quantificateurs,
on peut supposer que c’est une disjonction de conjonctions d’atomes et de négations
d’atomes. Il suffit alors de le montrer pour les conjonctions. En effet si elles définissent
toutes un engsemble fini alors X aussi et si I'une d’entre elles définit un ensemble infini,
il serait alors du méme cardinal que K et donc X aussi car il le contient. On peut
donc supposer que X est défini par une conjonction. Si un atome de la forme P(x) =0
apparait alors X est fini. On peut donc supposer que X est défini par une formule de
la forme :

n

é\lﬂpi(x) =0A Z\le[x] divR;-[x] A n/\ -Rj[z] divR;-[x].
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De plus, on peut écrire tous les polyndémes qui apparaissent sous forme scindée et
supposer que les racines sont dans I’ensemble fini A des paramétres qui définissent X.
Si X est vide alors c’est fini, sinon soit m € X. L’ensemble {v(m —a) :a € A} est fini
et soit v qui le majore. Montrons que la boule B,,(m) ¢ X. Tous les points de cette
boule sont distincts des racines des P; car par définition de v, v(m —a) < . De plus,
soit m’ € Bsy(m), pour tout a € A, v(m’' —a) = v(m' —-m+m-a) = v(m - a) car
v(m’=m) >~ 2 v(m-a). Pour tout polynéme @ qui apparait dans la formule, on a
donc v(Q(m")) = v(ATL;(m'=a:)) = v(A)+Z;v(m'-a;) =v(A)+ E;v(m-a;) = v(Q(m))
et il s’en suit que m’ vérifie aussi la formule.

Il suffit donc de montrer que toute les boules ouvertes de rayon fini sont de méme
cardinal que K, et comme elles sont toutes de la forme a + 9t ou v(zx) est le rayon de
la boule, il suffit de montrer que 9 a le méme cardinal que K. Mais comme on a un
morphisme de groupe v : K* — I" dont le noyau est R\9M et que la valuation est non
triviale, 9t contient au moins un translaté du noyau et comme K = 9t u (R\OMM) udM !,
il s’en suit que 9N est de méme cardinal que K. o

4 L’élimination des imaginaires dans un cadre abstrait

Une fois la question de I’élimination des quantificateurs traitée, I’autre question
qui se pose comme préliminaire & 1’étude de toute théorie est celle de 'élimination des
imaginaires. En effet, ’élimination des quantificateurs permet une description extréme-
ment simple de tous les ensembles définissables, mais il reste le probléme des quotients
définissables. A priori, ils ne sont pas représentées comme de « vrais » points des struc-
tures mais n’existent qu’en tant qu’ensembles de classes d’équivalence, ce qui les rend
compliqués a traiter. Le but de ’élimination des imaginaires est justement d’en faire
de vrais points.

Dans les définitions qui suivent, on distinguera des notions uniforme et non-uniforme
d’élimination des imaginaires, comme dans [Hod93|. On ne définira cependant pas la no-
tion d’élimination semi-uniforme qu’il introduit car, par compacité, elle est équivalente
a ’élimination non-uniforme. Dans tout ce qui suit, £ sera un langage.

Définition 4.1 (Code et code uniforme) :

Soient M une L-structure et X un ensemble M-définissable. On dit que a € M
est un code pour X wvia ¢[Z,y] une L-formule, si X = p[M,a] et que @’ + a implique
o[M,a] = [M,ad'].

Si X = 0[M,b], on dit que X est codé uniformément via o[z, 7] si pour tout b’ € A
(bien sorté), il existe un code de O[M,b'] via o[Z,7].

Dans la définition de code, on autorise la variable § & représenter un 0-uplet, dans
le cas ou X est @-définissable.
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Il est évident que la notion de codage uniforme sera beaucoup plus pratique que sa
version non-uniforme, mais dans le cas ou la théorie admet suffisamment de constantes,
ces deux notions coincident.

Lemme 4.2 :

Soit M une L-structure telle que dcl(@) contient au moins deuz éléments de la
méme sorte et un élément de chaque sorte. Soit O[T, 5] une L-formule telle que pour tout
m e M (bien sorté), [ M,m] ait un code, alors ce codage peut étre choisi uniformément.

Démonstration. Pour tout m € M, on a pm;[Z,Z] et az qui est un code de [ M, m]
via ¢m [T, Z]. L'ensemble de formules X[m] = {Va (Va’' a # @’ = -(VZ ¢[Z,a] <
olz,a’'])) = (VT ¢[T,a] < 0[z,m]) : p[T,Z] € L} n’est donc pas satisfaisable et,
par compacité, il n’est donc pas finiment satisfaisable. Il existe donc (¢;[Z, Z])iz1..n
tel que pour tout m, il existe a et i tel que a est un code de [ M, m] via ¢;[Z, z;]. De
plus, on peut supposer que les z; sont sortés de la méme maniére, quitte & rajouter des
variables de la bonne sorte et spécifier qu’elles doivent étre égales & une constante dans
;. On peut donc remplacer les Z; par un unique uplet de variables Zz.

Quitte a remplacer les ¢ par @[z, 2] A (Aj; (3712 VEp)[2,7] <= @i[z,2]),
on a alors que pour tout m il existe un unique 7 tel qu’il existe un code a; de
O[M,m] via ¢;. Soient c¢; et co les deux constantes de méme sorte, on pose alors
Y[&,2,t] = Vi(Ajeitj = ca At = c1) A i T, 2], & le n-uplet de ¢y avec un ¢; a la i-iéme
place et pour tout m, by, = @mc&™. Il est alors clair que pour tout m, [ M, m] est codé
par by, via ¢ et donc que le codage est bien uniforme. a

Dorénavant, on dira qu’un théorie admet suffisamment de constantes si elle admet
deux constantes d’'une méme sorte et une de chaque sorte.

Dans certains cas (voir les exemples (4.11)), les ensembles définissables ne sont pas
exactement codés, mais c’est presque le cas (voir lemme (4.10)). Il existe donc une
notion un peu plus large de codage, celui de codage faible.

Définition 4.3 (Code faible) :

Soient M une L-structure et X un ensemble M -définissable. On dit que a € M est
un code faible pour X s’il existe une L-formule p[Z,y] telle que X = p[M,a] et qu’il
n’existe qu’un nombre fini de @’ tel que X = p[M,a’'].

Comme précédemment on a aussi une notion de code faible uniforme.

Il existe une autre définition classique de la notion de code qui utilise les automor-
phismes. Le lemme suivant donne I’équivalence entre ces deux notions.

Proposition 4.4 :

Soient M une L-structure, X un ensemble M-définissable et a € M. On a alors que
a est un code de X st et seulement si tout automorphisme d’une extension assez saturée
de M fize a si et seulement si il fize X.

21



4. L’ELIMINATION DES IMAGINAIRES DANS UN CADRE ABSTRAIT

Démonstration. Supposons que a soit un code de X. Comme X est a-définissables, tout
automorphisme qui fixe a fixe X et réciproquement si X est codé par a via [z, 7] et
que o est un automorphisme qui fixe X, alors p[Z,0(a)] définit X et donc par définition
d’un code, o(a) = a.

D’autre part soit N une extension assez saturée de M et supposons que tout au-
tomorphisme de N fixe a si et seulement si il fixe X. Tout d’abord, comme X est
Aut(N /a)-invariant et que N est assez saturé, il existe une formule ¢[Z, 7] telle que
p[z,a] définit X. Posons p = tp(a), U'ensemble de formules p[y] u {VZ ¢[Z,y] <—
[Z,a],y + a} n'est alors pas satisfaisable. En effet s'il '¢tait, il le serait dans N et
il existerait donc o un automorphisme de A qui fixe X mais pas a ce qui contredit
notre hypothese. Il existe donc 1[7] € tp(a) telle que N E Vy(¢[y] A VT ¢[z,y] <
p[z,a]) = g =a. Il s’en suit donc que X est codé par a via ¢[Z,y] A Y[y]. O

Définition 4.5 (Elimination des imaginaires) :

Une théorie T élimine (faiblement) les imaginaires si tout ensemble définissable
d’un modéle de T admet un code (faible). L’élimination (faible) est dite uniforme si
tout ensemble définissable est codé (faiblement) uniformément.

Une conséquence immeédiate du lemme (4.2) est que si une théorie admet suffisam-
ment de constantes, alors elle a I’élimination des imaginaires si et seulement si elle a
I’élimination uniforme des imaginaires.

La présentation qu’on a choisi de prendre ici passe par la notion de code mais,
comme je l'ai fait remarquer précédemment, I’élimination des imaginaires est essen-
tiellement, et historiquement, liée a la question de représenter les classes d’équivalence
définissables (qui sont en quelque sorte des points « imaginaires ») par de « vrais »
points du modéle.

Lemme 4.6 :

Soit T une L-théorie, elle élimine uniformément les imaginaires si et seulement
st pour toute L-formule qui définit une relation d’équivalence E dans T, il existe une
L-formule qui défini une fonction f dans T telle que T + E[Z,y] < f(Z) = (7).

Démonstration. Supposons que T élimine uniformément les imaginaires et soit M un
modéle de T et E une relation d’équivalence définissable. Comme les classes d’équiva-
lences de E sont toutes définies par des formules de la forme E[Z,a], ou a € M, par
élimination uniforme des imaginaires, il existe une L-formule [z, 7] telle que E[M,a]
est codée via . La formule VZ ¢[Z,y] <= E|[Z,z] définit donc une fonction qui vérifie
bien les propriétés voulues.

Réciproquement, soit ¢[Z, 7] une L-formule, on définit E[y,7'] :== VT [T, 7] <
©[Z,7'] qui est bien une relation d’équivalence. Par hypotheése, il existe une fonction
définissable fg telle que E[y,7,] < fe(y) = fe(7’'). I est alors facile de voir que
fe(a) code uniformément p[M,a] via 0]z, 2] := 3y ¢[Z,y] A fE(y) = Z). ]
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La notion d’imaginaire a été introduite par S. Shelah (voir [She78, Definition 6.2,
p. 129]) & travers la construction suivante, dont l'utilité en théorie des modeéle n’est
plus & démontrer.

Définition 4.7 (T4 et M®9) :

Soit T une L-théorie, on lui associe un langage L% qui contient, pour toute relation
E[z,y] @-définissable (ot T et § ont la méme longueur) telle que T = « E est une
relation d’équivalence », une sorte Sy et un symbole de fonction fp : S- - Sg. Ce
langage contient L sur la sorte S= (si L est déja un langage multi-sorté, la sorte S est
en fait une union de sortes...). On définit alors la théorie TN qui contient T ramenée
a la sorte S et les formules VIVy fp(z) = fr(y) — FE[Z,7].

A tout modele M de T on associe M = TV en interprétant Sg par ensemble des
classes d’équivalence de F et fp par la surjection canonique.

La structure M®? est alors, en quelque sorte la structure de M et de tous ses
imaginaires.
Remarque 4.8 (Quelques propriétés de M) :
(i) Soit p[x1,...,x,] € LY, il existe alors Y[y1,...yn] € L tel que

T+ SO[fEl(yZ)ﬂ s 7fE'n(yn):| — ¢[y17‘ . 7y71]

ot Sg, est la sorte de z;.
(i1) Si M =T et NS M alors N & T si et seulement si SC(N) =T.
(ii1) Si N <M alors N°I < M1,

(i) Si T est modéle-compléte alors T l’est aussi. Néanmoins, en régle générale,
si T élimine les quantificateurs, ce n’est pas forcément le cas de T°9.

(v) TN élimine uniformément les imaginaires.

Lemme 4.9 :

Soient M une L-structure, X un ensemble définissable et a € M. Alors, X est codé
par a si et seulement si dcl®(a) = dcl®/((X)), ot (X) est un code de X dans M et
X est faiblement codé par a si et seulement si (X) € dcl®(a) et a € acl®((X)).

Démonstration. Quitte a agrandir M, on peut le supposer assez saturé. Si X est codé
par a, un automorphisme de M® fixe X et donc (X) si et seulement si il fixe a et on
a donc bien que a € del®?((X)) et (X) € dcl®(a). La réciproque est évidente.

Si X est faiblement codé par a via [Z,y], tout automorphisme qui fixe (X) et
donc X ne peut envoyer a que sur I'un des @’ en nombre fini tel que ¢[x,a’] définit
aussi X et donc a € acl®((X)). Comme X est définissable sur a on a aussi bien sir
(X) edcl®(a). Réciproquement, si (X) € dcl®d(a), il existe @[z, a] qui définit X. Sil’'on
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note p = tp(a) et n la taille de son orbite au dessus de (X)), par une compacité a peine
plus compliquée qu’au lemme (4.4), il existe ¥ € p tel que si on a n éléments distincts
de M qui vérifient v et qui définissent X via ¢[Z,y] alors 'un d’entre eux est a. Il est
alors facile de voir que X est codé faiblement pas a via ¢[Z, 7] A ¥[7]. ]

Enfin, montrons que ce qui fait la différence entre les codes et les codes faibles, c’est
simplement la capacité de coder les ensembles finis.

Lemme 4.10 :
Soit M une L-structure qui admet des codes pour les ensembles finis. Un ensemble
définissable a alors un code si et seulement si il a un code faible.

Démonstration. Tout d’abord, il est évident qu’un code est aussi un code faible. Réci-
proquement, soit F ’ensemble fini des conjugués de a au dessus de (X) (un code dans
M) et o € Aut(M®1/(X)). Comme o fixe (X), on a o(X) =X, i.e. p[M,co(a)] = X.
Il s’en suit donc que pour tout @’ € E, p[z,a’] défini X. Tout automorphisme qui fixe
X envoie un conjugué de a au dessus de (X) sur un conjugué de a au dessus de (X)
et donc fixe F. Réciproquement, tout automorphisme qui fixe globalement E fixe X
comme on vient de le démontrer. Tout code de E est donc un code de X. a

Exemple 4.11 :

(i) La théorie des corps algébriquement clos élimine uniformément les imagi-
naires, c’est d’ailleurs Uexemple qui a motivé la définition de cetle notion
dans [P0oi83]. C’est aussi le cas des corps réels clos.

(11) Th(Q,<) élimine les imaginaires, mais pas uniformément. Soit o[x,y,y'] =
y=1v', on a alors o[ M, a,b] = M ou @. Si le codage était uniforme, il existerait
0[z, z] et deux uplets ¢y et o tels que [ M, ¢1] = M et O[M, 2] = @ et ce sont
les seuls & vérifier ces deux propriétés. Mais ¢1 serait alors définissable sur le
vide et Co aussi, or Th(Q,<) ne contient aucune constante. On a donc (si le
langage n’a qu’une sorte) une réciproque du lemme (4.2).

(iii) La théorie de 'ensemble infini élimine faiblement les imaginaires. Elle ne les
élimine que faiblement car les ensembles finis ne sont pas codés. De plus, pour
des raisons semblables a celles de 'exemple précédent [’élimination ne peut pas
étre uniforme sinon acl(@) ne serait pas vide.

Soit T" une théorie dans un langage £ multi-sorté. On dit que 7" a des sortes do-
minantes (S;)is si pour toute sorte de £, il existe une fonction @-définissable d’un
produit des S; qui soit surjective sur S. Pour tout modéle M = T, on note alors
dom(M) = Ujes Si(M).

Prouvons maintenant un critére d’élimination des imaginaires qui a été introduit
dans [HHMO06, Remarque 3.2.2| et qui sera utile par la suite.
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Lemme 4.12 (Critére d’élimination des imaginaires) :

Soit T une L-théorie qui admet suffisamment de constantes, si pour tout M T et
toute fonction f:S - M™ M-définissable (totale) telle que S soit une sorte dominante,
le graphe de [ a un code, alors T admet l’élimination des imaginaires.

Démonstration. Soit R une relation M-définissable sur [T, S;. Il existe une fonction @-
définissable (et donc fixée par tout automorphisme) f : TT72; T; — [1;%; Si, ot les T; sont
des sortes dominantes. De plus, si ¢ et co sont deux constantes d’une méme sorte et
qu’on pose x g la fonction qui vaut ¢; sur R et co ailleurs, un code de R est exactement
un code de xg o f. Il suffit donc de démontrer que toute fonction f: [T, S; — M, ou
les S; sont dominantes, a un code.

Pour cela, on procéde par induction sur n. Si n = 1 c’est exactement I’hypotheése
de ’énoncé. Sinon supposons qu’on ait démontré que la propriété est vraie pour n et
considérons f : [[™'S; — M définie par la formule @[z1,...,2ns1,y,7m], olt m € M.
Pour tout c € Sy, on pose f.:xo...xp1 > f(c,z2,...,2,). Par récurrence, tous les f.
sont codés et comme tous les f,. sont définis par la formule ¢ avec différents paramétres,
on peut supposer que ce codage est uniforme. Il existe donc 6[z2,. .., 2y, y,t] tel que,
pour tout ¢, il existe un unique (f.) tel que 0[xa,...,zpn,y,{(f.)] définit f.. La formule
Vag...xpy (0[za,...,x0,y,Vt] <= ¢[c,z2,...,2n,y,Mm]) définit donc une fonction
g:S1 > M™. Par hypothése elle est donc codée par un élément (g) € M.

Veérifions alors que (g) code aussi f. Supposons que (g) code g via x[x1,t,5]. Quitte
a remplacer x[x1,t, 5] par « x[1,1,5] définit une fonction totale » Ax[x1,t,5], on peut
supposer que pour tout m x[x1,t,m] est soit vide, soit définit une fonction totale.
La formule ¥[Z,y,(g)] = 3t O[x2, ..., 2y, y,t] A x[x1,t,(g)] définit alors f. En effet, si
(Z,y) € f, cette formule est vérifiée pour ¢ = (f;, ). Réciproquement, si (Z,y) vérifie cette
formule, comme g est une fonction, on a alors forcément ¢ = (f,,) et donc (x2...z,y) €
fuy, 1€ (Z,y) € f. Enfin, si m # (g), soit x[x,y,m] définit 'ensemble vide et donc
1 aussi, soit elle définit une fonction gy, mais il existe alors ¢; € M tel que gz (c1) #
g(c1) = (fe;)- Iy a alors deux cas possibles. Soit il existe (ca...cpn,d) ¢ fe,,1.e. (¢, d) ¢ f,
tel que M E 0[ca,...,cn,d,gm(c1)]. On a alors M E ¥[c,d,m] mais (c,d) ¢ f. Soit il

existe (cz2...cp) tel qu'il n’existe pas de d tel que M E 0[ca,. .., cn,d, gm(c1)], mais alors
Y[é, M,m] est 'ensemble vide. Comme f est totale, ¥[Z,y,m]| ne peut pas définir f.
On a donc que f est codé par (g) via ¥[z,y, Z]. 0

Prouvons maintenant un théoréme de [HMO8| qui permet de déduire 1’élimination
des imaginaires dans une théorie en utilisant une autre théorie qui les élimine. C’est
le théoréme qui sera utilisé pour montrer I’élimination des imaginaires dans la théorie
de Q, en utilisant les corps valués algébriquement clos. On a cependant besoin pour la
preuve de la notion de germe que ’on commence donc par définir.

Définition 4.13 (Germe) :
Soient M une L-structure, f une fonction M-définissable définie par o[z, y,m], ot
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meM et peS(M) un type tel que f soit définie sur p. On note Opf la classe d’équi-
valence de f pour la relation d’équivalence définie par E(m,m’) := (Vy, ¢[Z,y,m] =
o[z, y,m'] €p), i.e. Uensemble des fonctions qui coincident avec [ sur une réalisation
de p dans une extension élémentaire de M.

Si le type p est définissable, cette relation d’équivalence est définissable et si, de plus,
Th(M) élimine les imaginaires, Opf est un point.

Dans tous les cas, si on a A € M tel que p est Aut(M [A)-invariant, on peut
parler de Uaction de Aut(M [A) sur O,f (méme si ce n’est pas un point), en posant

o(0pf) = Opo (f)-
La preuve nécessite aussi un résultat de combinatoire sur les groupes d’automor-
phismes d’un modéle saturé qui découle du lemme de Neumann.

Lemme 4.14 (Lemme de Neumann) :
Soient G un groupe et (g;H;)i=1..n des translatés de sous-groupes de G. Si G =
Ui=1..n giH; alors U'un des H; au moins est d’indice fini.

Ce lemme est énoncé et prouvé dans [Neub4, Lemma 4.1, p. 239].

Corollaire 4.15 :

Soient M un modéle assez universel et homogéne et (€;);en une famille de points telle
que tout automorphisme de M fize tous les e; sauf un nombre fini. Il y a alors au plus
un nombre fini de e; qui ont qui ont une orbite infinie sous l'action des automorphismes

de M.

Démonstration. Supposons par I’absurde qu’il y ait une infinité de e; qui ont une orbite
infinie et montrons qu’il existe alors un automorphisme qui ne fixe aucun de ces e;.
Quitte & en oublier, on peut supposer qu’ils ont tous une orbite infinie. Montrons tout
d’abord que pour tout ensemble fini de e; il existe des automorphismes qui n’en fixent
aucun. Soient donc e;,,...¢e;, et supposons que tout automorphisme de M en fixe au
moins un. Si on note Hj le stabilisateur de e; dans G, on a alors G = U; Hj;, mais
comme tous ces sous-groupes sont d’indice infini (leur indice est égal au cardinal de
lorbite du e; correspondant), on a une contradiction par le lemme de Neumann (voir
(4.14)).

Notons alors p; = tp(e;/ej<;). L'ensemble de formules Up;[c;] uUp;i[d;]{c; # d;} est
alors finiment satisfaisable dans M. En effet, il suffit de prendre ¢; = e; pour tous les ¢ qui
apparaissent et si ¢ est un automorphisme qui ne fixe aucun des e; qui apparaissent,
de prendre d; = o(e;). Soit alors N’ un modele (petit) dans lequel cet ensemble est
satisfaisable. Par universalité, N € M et on a une application élémentaire qui envoie
C’ZN sur e;. On peut ’étendre en un automorphisme de M et on a alors une application
élémentaire qui envoie o () = ¢; sur o(dV). Comme ¢ # dV et que o est injective,
cette derniére application élémentaire s’étend en un automorphisme de M qui ne fixe
aucun des e;, ce qui est absurde. O
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Proposition 4.16 :

Soient L ¢ L deux langages, T une L-théorie compléte qui admet l’élimination des
quantificateurs (en conséquence, toutes les L-formules considérées seront sans quantifi-
cateurs) et lélimination uniforme des imaginaires, T une L-théorie compléte telle que
TycT (i.e. tout modéle de T se plonge en tant que L-structure dans un modeéle de T)
qui admet assez de constantes.

Soient M & T suffisamment saturé et M & T tel que M|z est une sous-structure
de M (quitte a le grossir, on peut également le supposer suffisamment saturé). On note
dclz la cloture définissable par des L-formules sans quantificateurs dans M et dclg la
cloture définissable par des L-formules dans M. De méme pour aclg, aclg, tp£ et
tpz. Il faut cependant faire attention que MY n’est pas, a priori, inclus dans M et
donc que pour Ac M, dclz(A) et aclz(A) ne sont pas inclus dans M.

On suppose alors que :

(i) pour tout M'<M et c e dom(M), delz(M'c)n M caclz(M'c) ;

(1) pour tout A< M tel que A =aclg(A) et c e dom(M), aclg(Ac) € delg(Ac) ;

(iii) soit e e dclz(M), il existe e’ € M tel que tout L-automorphisme de M qui fize

globalement M, fize e si et seulement si il fize €' ;

(i) tout ensemble X € dom(M) M-définissable a un code dans M ;

(v) soient c e dom(M) et Ac M tel que aclg(A) = A. Il existe un type D € SZ(I\N/I)
AutE(M/A)—inv(ﬂ“iant tel que DIM soit consistant avec tpy(c/A) et que pour
toute fonction r Lg;-définissable on ait :

(*) il existe (€;)ien € dclz(M) tel que o € Aut z(M/A) fize Opr si et seulement
st o fize tous les e; sauf un nombre fini;

(+x) soit B 2 A tel que Opr est fivé par Autz(M/B), il existe alors une
fonction Lp-définissable h qui o le méme germe sur P que r.

La théorie T élimine alors les imaginaires.

Démonstration. Commencons par remarquer une conséquence immédiate de la condi-
tion (#4i).
Lemme 4.17 :

Les ensembles finis sont codés dans M = T.

Démonstration. Soit E € M™ un ensemble fini. Comme E est définissable (avec I'égalité
et sans quantificateurs) sur M, il l'est aussi dans M. Soit e un code dans M, on a alors
que e € dclE(M) et soit ¢ € M donné par (iii). Soit alors o € Autz(M), c’est alors
aussi une L-application élémentaire qui peut donc s’étendre en & € Aut E(M) On a
alors que o fixe F si et seulement si ¢ fixe E (car E'C M) si et seulement si & fixe e,
si et seulement si & fixe e’ (par définition car & laisse M globalement invariant), si et
seulement si o fixe e’ (car ¢’ € M). i
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Revenons maintenant a la preuve de ’élimination des imaginaires. Par le lemme
(4.12) il suffit de montrer que le graphe d’une fonction £j;-définissable f : dom (M) —
M™ est codé. Par les lemmes (4.10) et (4.17), il suffit de montrer qu’il est faiblement
codé. On pose A’ = aclg((f)) et A= A"n M ou (f) est pris dans M®9. 11 suffit alors de
montrer que f est A-définissable.

Lemme 4.18 : _
1l existe une rel_atign ﬂx,g] Lyr-définissable telle que, pour tout ¢ € dom(M),
lensemble R(c) ={deM: Mk R[c,d]} est fini et f(c) € R(c).

Avant de démontrer ce lemme, remarquons que, comme R est définie sans quantifi-
cateurs, il s’en suit que pour tout ¢,d € M, M = R[c,d] si et seulement si M E R|c,d].
En particulier pour tout ¢ € dom(M), {de M: M R[c,d]} est aussi fini.

Démonstration. Soit M’ <M (petit) tel que f soit M’-définissable et soit [z, y] une
Lyy-formule qui le définit, alors pour tout ¢, par (i), f(c) € delg(M'c)nM < aclz(M'c).
Considérons alors ’ensemble de formules suivant :

Z[I,g] = {90[‘7:7.7;]} U {ﬂﬁ)[l‘,?ﬂ € ZM' : M F szléng 1#[.13,@] pour un n € N}

Si cet ensemble de formules était satisfaisable, il le serait dans M et on aurait c et
yd € M qui le satisfont. On aurait alors d = f(c) € aclz(M'c). 1l existerait donc une
L y-formule 1 sans quantificateurs telle que M & Va3¥y Y[z, ] et Me Y[c,d]. Mais
alors on aurait aussi M & 9[c,d], ce qui est absurde. Par compacité, il existe donc
(¢i)ie1..N € Ly telles que M e Vag o[z, 5] = V,;¥i[z, 7] et que, par définition, il
existe n tel M & Y2355 V,; ¥i[z,y]. o

Lemme 4.19 :
Soient c € dom(M) et p =tp,(c/A). Il existe alors une fonction g A-définissable telle
que f et g coincident sur toute réalisation de p et {x: f(x) =g(x)} est A-définissable.

Démonstration. Soit D le type AutE(M/A)—invariant qui étend p donné par (v). Pour
tout R comme au lemme (4.18), on a alors 37"y R[z,¥] € P pour un certain n. Ainsi,
le cardinal de R(x) est constant sur l'ensemble des réalisations de P. On choisit alors
un R comme au lemme (4.18) tel que le cardinal de R(x) sur une réalisation de P soit
minimal (parmi tous les R qui vérifient le lemme (4.18)) et on note r : z — (R(x))
(une telle fonction existe car ¢ admet 1’élimination uniforme des imaginaires). Soit alors
0 € Autpea(MI/A"), oipr est alors aussi une L-application élémentaire qui peut donc
s’étendre & o € Aut E(M /A) qui fixe globalement M. Comme o fixe A', il fixe f et
donc & le fixe aussi. De plus, pour tout x € M, 5(R)(z) est fini (de méme cardinal que
R(x)) et donc 6(R) vérifie aussi la conclusion du lemme (4.18). 11 est alors facile de
voir que la relation R A §(R) vérifie aussi la conclusion de ce lemme et donc, comme
R a été choisi de cardinal minimal sur les réalisations de P, pour tout = E P, on a
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R(z) = R(x)nd(R)(x) et donc R(z) =(R)(z) car ils ont le méme cardinal. Comme
il est évident que 6(r)(x) code G(R)(x), il s’en suit que () = 056 (1) = Opr.

Considérons alors les e; € dclz(M) comme dans le (*) et pour tout i, le ej € M
donné par le (#4). On a montré que toute extension (au sens décrit ci-dessus) & a M
d'un o € Autpea(M 1/ A") fixe Opr; ¢ doit donc fixer tout les e; sauf un nombre fini,
par définition des e; et donc tous les e sauf un nombre fini, par définition des e]. Par
le corollaire (4.15) (appliqué dans le modele M¢%}), tous les e} sauf un nombre fini ont
une orbite finie, i.e. il existe Iy fini tel que i ¢ Iy implique e € aclg(A") = A’, de plus
comme e} € M, on a alors e, € A= A'n M.

Pour tout x € delz(M), 'action de Autz (M) sur = est bien définie car toute ex-
tension de o € Autz(M) a M donnera la méme image & z. Posons alors A* = {x €
delz(M) :  est fixé par Autg(M [A)}. Pour i ¢ Iy, comme e € A, on a (par défini-
tion de /), e; € A*. Tout automorphisme de Autz(M/A*) fixe donc tous les e; qui ne
sont pas dans Ip, i.e. tous sauf un nombre fini. Il s’en suit donc que Jgr est fixé par
AutZ(M/A*). Par Phypotheése (##), il existe s L 4«-définissable qui a le méme germe
que r au dessus de P.

Comme 7(c) est un code de R(c), il existe p[z,7] € L telle que pour tout ¢ € M
R(c) = ¢[M,r(c)]. Soit alors la relation S définie par ¢[s(x),7] € La-. Comme dys =
Osr, S(c) = R(c) pour tout ¢ = P. Comme tout isomorphisme de Autz(M /A) fixe A*
et donc S, il s’en suit que S n M est Autg(M /A)-invariant. Il suffit donc de montrer
que c’est un ensemble définissable (dans M) pour savoir qu’il est A-définissable. Mais
comme S est A*-définissable, il existe ¥[z,7,a] € £, ou @ € A*, qui définit S. De plus,
comme a € A* ¢ dclz(M), il existe 0[z,1] € L et m € M tels que 8[M,m] = {a}. La
formule 3z 0[z,m] A ¢[x,y,z] définit donc S et est équivalente a une formule sans
quantificateurs x[z,7,t]. Cette formule définit donc, dans M, l'ensemble S n M que
I’on peut donc supposer A-définissable.

Soit alors ¢ = P|B U p (qui existe par hypothése) ou B € M est tel que A< B et r
est définit sur B. Alors comme Jpr = Ogs, on a R(c) = S(c) et donc f(c) € S(c)n M.
On a donc f(c) € aclg(Ac) = delg(Ace) par (i4). Il existe donc g L4-définissable telle
que g(c) = f(c). On pose alors E = {x e M : f(z) = g(x)}. C’est un ensemble unaire
qui est A’-définissable. Par (iv), il a un code e € M, mais alors e € delz(A") = A" et
doncee A=A"nM, ie. E est A-définissable. Comme c€ E et c = p, on a bien E €p
et donc 0, f = Opg. O

Revenons donc & la preuve de la proposition et montrons que f est A-définissable.
Comme M est sature, tout p € S;(A) tel que son unique variable est dans les sortes
dominantes, est de la forme tp,(c/A) pour ¢ € dom(M). Par le lemme (4.19), si gp
est la fonction A-définissable telle que O, f = Jpg et I'ensemble {x : f(z) = g(x)} est
A-définissable, on a S1(A4) = Upes, (4)[f(x) = gp(x)] (o1t [¢] est I'ouvert engendré par
¢). Par compacité, il existe donc (D; : 1 < i < n) des ensembles A-définissables et
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(gi : 1 <i<n) des fonctions A-définissables telles que f coincide avec g; sur D; et les
D; recouvrent M. Il s’en suit bien que f est A-définissable. a

5 Les sortes géométriques

Dans [HHMO06], il est démontré que la théorie ACVF(,, ) élimine (uniformément)
les imaginaires si ’on rajoute certaines sortes de réseaux. Le but de cette section est
de rappeler la définition de ces sortes et le langage dans lequel on a alors élimination
des quantificateurs.

Définition 5.1 (Réseaux) :
Soit (K,v) un corps valué. On note S,,(K) l'ensemble des sous-O i -modules de K"
libres de rang n. Un élément de S(K) = Ups1 Sn(K) est appelé un réseau de K.

Un réseau de K a donc une base e ...e, dans K. Deux bases engendrent le méme
réseau §'il existe une matrice dans GL,(Ok) qui conjugue ces deux bases. On a donc
Sn(K) ~ GL,(K)/GL,(Ok). Il s’en suit donc que pour tout n, S, est bien une sorte
de K®4. De plus ’ensemble S n’est rien d’autre que ’ensemble des boules fermées
centrées en 0 de rayon fini appartenant & K. On a donc S1(K) ~ I'k. D’ailleurs, la
surjection canonique K* - S1(K) ~ GL1(K)/GL1(Ok) = K*/ O} =Tk est v.

On peut aussi remarquer que la sorte S contient des codes pas seulement pour les
réseaux mais aussi pour tous les translatés de réseaux :

Lemme 5.2 :
Soient (K,v) un corps valué, s € S,,(K) et a € K. Le sous-Og-module de K™
engendré par (a+ s) x {1} est un réseau et il code a + s.

Démonstration. Soit (eq,...,e,) une base de s. On pose ey = 0, la famille des (a+e;, 1)
est alors une base du sous-Ox-module de K™*! engendré par (a +s) x {1}, que l'on
notera h(a + s). Supposons que 'on ait Y ; \j(a +¢;,1) = 0, o \; € Og. On a alors
(i Nia + Yis1 Aiei, i Ai) = (0,0). Il s’en suit donc que Y; A; = 0 et donc Y ;51 Aie; =
0. Or c’est une famille libre donc pour tout 7 > 1, A; = 0 et donc, Ag = 0. Pour ce
qui est du fait que ce soit une famille génératrice, tout élément de h(a + s) est de
la forme = = ¥; Ai(a + x;,1), ot x; € s. En particulier, z; = X5 uﬁ-ej. On a donc
=3 ila+eo, 1)+, Aipj(e;,0). Or (e;,0) = (a+ej,1) - (a+ep,1) et donc x est
bien combinaison linéaire des (a +e;,1).

Le module h(a+s) est donc bien un réseau. De plus, h(a+s)NnK"x{1} = (a+s)x{1}.
En effet, si x € h(a+s) n K™ x {1}, il existe \; € O, x; € s et y € K" tels que
Yidila+x,1) = (y,1) = x. Il s’en suit que Y; \; = 1 et donc y = X; Nia + X; Aix; =
a+ Y ;A\ix1 € a+s. L'inclusion réciproque est évidente. Il s’en suit donc que h est une
fonction @-définissable qui injecte les translatés d’éléments de S, dans Sy.1, i.e. a+s
est codé par h(a + s) via la fonction qui définit h. ]
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On en déduit immédiatement que I’ensemble des boules fermées dont le rayon est
dans 'k s’injecte dans Sy(K) u K. En effet ’ensemble des boules fermées de rayon
infini est exactement K. Pour ce qui est des boules fermées de rayon fini, ce sont des
translatés de boules centrées en 0, i.e. d’éléments de Sp, par le lemme précédent, ils
s’'injectent bien dans Ss.

Définition 5.3 (Torseurs) :
Soit (K,v) un corps valué. On pose Tp(K) = Uses, (k) s/(Ms). Un élément de
T(K) =Ups1 Tn(K) est appelé un torseur de K.

Il est clair que T vit aussi dans K1 vu que ses points sont des classes de congruences
d’un réseau s (qui est bien un ensemble définissable) par 9t s qui est bien un sous-groupe
définissable.

De plus, comme ki = O [ Mx et que Ok est évidemment un réseau de rang 1, il
s’en suit que kx € T1(K). L’application res est aussi définissable car c’est celle qui a
a € O associe sa classe dans Ok [ M.

Pour pouvoir définir le langage dans lequel on a & la fois élimination des imaginaires
et élimination des quantificateurs pour ACVF,, ,,, il faut introduire une derniére notion,
celle de base générique. Il faut cependant commencer par montrer le lemme suivant :

Lemme 5.4 :

Soient (K,v) un corps valué algébriquement clos, A € K et a un élément générique
de ki au-dessus de A (au sens de la stabilité). Tous les be Ok tels que res(b) = a ont
alors le méme type.

Démonstration. Quitte & agrandir K, on peut le supposer assez saturé. Soient b et ¢ tels
que res(b) = a = res(c), i.e. en se rappelant que a est un translaté de Mg, b et ¢ sont
dans a. S’ils n’ont pas le méme type sur A, il existe un ensemble A-définissable X ¢ Ok
tel que be X et ¢ ¢ X. Mais alors pour tout a’ générique dans kg au-dessus de A (on
peut en construire une infinité en prenant un élément générique au-dessus de ceux que
l'on a déja construits), il existe b’ et ¢ dans a' tels que b’ € X et ¢/ ¢ X. Mais cela
contredit le fait que X est A-définissable. En effet, on aurait alors, par la proposition
(8.7), X = UL (t\(UjL1 1)), ot les ¢; et ] sont des translatés de sous-O-modules de
O, i.e. des idéaux. Si t; est un translaté d’un idéal strict de O, il est contenu dans un
translaté de 91 et ne peut donc contenir qu'un seul des b'. On doit donc avoir 7 = 1
et t; = 0. Mais pour la méme raison on ne peut alors pas éviter tous les ¢’ sans avoir
t7 = O et donc X =@, ce qui est absurde. |

Définition 5.5 (Base générique) :
Soient K un corps valué algébriquement clos, A € K et s € S,(A). Si l’on note

res(s) = s/Ms, res(s)” est définissablement isomorphe a k™. Comme k est un pur corps
algébriquement clos, cet ensemble est de degré 1 et a donc un type générique Gres(syn,
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qui est l'unique type de rang maximal de ensemble. Soit alors qs tel que pour tout
(@1...a@n), on a (a1...a,) F gs si et seulement si (res(a1)...res(@n)) F Gres(s)n, O
res(a;) = a; + Ms.

Soit B ¢ A, une base générique de s au-dessus de B est une réalisation de qs|B.

Cette définition a un sens car pour tout i, res(a;) est générique au-dessus de
Aay ...a;-1 et dong, par le lemme (5.4), tous les choix possibles de a; ont le méme
type au-dessus de ces paramétres. De plus, comme g,qq(5)» est A-définissable (tous les
types sont définissables dans une théorie stable), ¢s est aussi; en effet p[Z1,...7,] € ¢s
si et seulement si (VZ1...7, A;jyi = res(Z;) = @[T1,...2n]) € Grog(s)» (il n’est d’ailleurs
pas trés compliqué de voir que ce type est définissable uniformément en s). Si 'on a
plusieurs réseaux $i,...s,, on définit le type ¢, . s, comme le type des bases de s;
génériques au dessus des paramétres et des bases déja choisies pour les (s;) <.

On peut alors donner la définition du langage des sortes géométriques :

Définition 5.6 (£5,) :

Le langage [,dgiv est un langage muni d’une infinité de sortes : K et pour tout n € N*,
Sy et Tn. La sorte K est munie du langage Laiy. On a aussi, pour tout n un symbole
de relation €, sur K" x S,, un symbole de fonction 1, : T, - Sy et un symbole de
fonction vy, : K™ x Sy, — Tp. Enfin pour toute formule atomique @[Z1,...,Tn, 7], 00 T;
est un n?—uplet de variables de corps, on a un symbole ©*[z1,...,2n,7], ot les z; sont
des variables dans Sy, .

Soit (K, v) un corps valué, on en fait une Edgiv—structure K9 en interprétant K par
le corps, pour tout n > 1 S,, par S, (K) et T, par 7, (K). On pose :

— €, (a,s) si et seulement si a € s

— Tn(t) = s si et seulement si t € res(s) ;

— vp(a,s) =a+Ms siae€ s sinon vy(a,s) =M";

— ©*(S1,...,8n,a) si et seulement si, dans Falg, oz, .., Tn,a] €qs;,. sp-

11 se pose alors la question de savoir si on a bien défini une extension définissable de
EZ?V. Pour ce qui est des symboles €, 7, et v,, méme si ce ne sont pas directement des
symboles de Ecei?v, il n’est pas dur de voir qu’ils sont définissables (dans la théorie des
corps valués). Pour ce qui est des ¢*, le probléme est un peu plus compliqué. Comme ¢
est un type définissable (uniformément en s), il s’en suit que dans ACVF® les ¢* sont
bien définissables. On note donc ACVF%’H la théorie des corps valués algébriquement
clos de caractéristique (m,n), dans le langage Egiv (qui est bien une théorie compleéte).
On a donc pour toute formule sans quantificateurs ¢[Z1, ..., Ty, y] une formule 6 telle
que ACVFY + ©*[z1,...,2n,7] < 0[z1,...,2,,7]. La formule 6[f(Z)], ou f est la
surjection canonique de K™ vers les autres sortes, est alors une formule & variables
dans le corps qui est donc équivalente, par élimination des quantificateurs dans ACVF,
a une formule 1[Z] sans quantificateurs. On a alors ACVF® + VZ1Zo, f(Z1) = f(T2) =
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Y[z1] <= Y[Z2] et donc
ACVFY - o*[z] = (VZ f(z) =z=9[z]) < 3z f(z)=zr0[Z]). (1)

On peut alors montrer que si (K,v) <(L,w) est une extension de corps valués alors
K9 ¢ LY. En effet, si s € S,(K) alors Op s € S,,(L) et Opsn K™ = 5. On peut donc
injecter S(K') dans S(L) en respectant les €,. Il s’en suit facilement qu’on peut aussi
injecter 7(K) dans 7 (L) en respectant les 7, et les v,. Reste alors le probléme de

savoir si les ¢* sont respectés. Mais comme KU <" (en les munissant de valuations
raisonnables), on a (Falg)eOl ﬁ(falg)eq et comme lg est une extension définissable dans
les corps valués algébriquement clos (falg)g ﬁ(falg)g. Comme par définition ¢*[K9] =
@' [(K")9)nK, ona o' [LIInKY = (" [(T™)]nL)nKE =" [(L"*)F]n(K™*)%)n
K9 =o' [(K"*)9) n KO = " [K9).

Il s’en suit que les ¢* sont en fait définissables par les méme formules qu’en (1). En
effet, soit (K, v) un corps valué quelconque, on a alors, par définition K9 & ¢*[Z] si et
seulement si (Ealg)g E¢*[Z] et donc (?alg)g EVZ f(z) =z = ¢[z]. Comme 1) est sans
quantificateurs, on a donc K9 £ VZ f(Z) = Z = [Z]. Mais comme (Falg)g = ACVFY,
et que K9 ¢ (falg)g, on a aussi K9 £ VZ1Zo, f(Z1) = f(Z2) = ¥[Z1] < [Z2] et
donc K9 & (VZ f(Z) = 2 = ¢[Z]) <= (3% f(Z) = Z A1[Z]). Comme cette derniére
formule est existentielle, si K9 &= 3% f(Z) = Z A [Z], on a aussi (Falg)g Edz f(z) =
zZ Ap[z], dot (Falg)g E ¢*[Z] et donc K9 £ p*[Z]. On a donc bien démontré que
tout corps valué vérifie en fait la formule (1) et donc qu’on a bien défini une extension

définissables du langage dans tout corps valué.
Pour finir, énoncons le théoréme qui a motivé toutes ces définitions.

Théoréme 5.7 :

Pour tout (m,n), la théorie ACVFTgn’n élimine les quantificateurs et les imagi-
naires.

Ce sont les principaux résultats de [HHMO06]. L’élimination des quantificateurs est
prouvée au théoréme 3.1.2 et celle des imaginaires au théoréme 3.4.10.

33



Deuxiéme partie

Le corps des nombres p-adiques et
sa théorie
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6 Les corps p-adiquement clos

Cette section est particuliérement définitionnelle. On y introduit toutes les notions
nécessaires pour étudier les corps p-adiquement clos.

Définition 6.1 (Groupes Archimédien) :
Soit T' un groupe abélien totalement ordonné, on dit que I' est Archimédien si pour
tout a et bel tels que a > 0 il existe n € Z tel que na > b.

Remarque 6.2 :

Un théoreme classique que l'on peut trouver dans [Rib64, Proposition 1, p.9] dit que
les groupes Archimédien sont exactement les sous-groupes de (R,+) a isomorphisme
pres.

Définition 6.3 (Norme) :
Soient (K,v) un corps valué dont le groupe de valeur est inclus dans (R,+) et V un
K -espace vectoriel. Une norme (ultramétrique) sur V' est une application v:V — Ruco
qui vérifie les propriétés suivantes :
(i) Pour tout x €V, v(x) =00 < z=0.
(ii) Pour tous x €V et Ne K, v(A\zx) =v(\) +v(z).
(iii) Pour tous x, y eV, v(x+y) > min(v(z),v(y)).
Avec les conventions habituelles que pour tout yeI', v < oo et v+ 00 =00+ =00,

Deuz normes sur V, vy et vo, sont dites équivalentes si il existe o et B € R tel que
pour tout x €V, v1(x) + a > vo(x) 2 v1(x) + 5.

Il est évident qu'une valuation sur un corps L de K qui étend v est une norme sur
L en tant que K-espace vectoriel.

Lemme 6.4 :

Soient (K,v) un corps valué et K <L un extension finie. Deuz valuations wy et wo
sur L qui étendent v sont équivalentes en temps que normes si et seulement si elles
sont égales.

Démonstration. Si w1 et wo sont équivalentes en tant que normes alors il existe « et
B dans R tels que pour tout x € L, wi(z) + a < wa(x) < wi(x) + . En appliquant
cette inégalité a 2™ on a alors pour tout n, nwi(z) + a < nwy(x) < nwi(x) + 5 et done
wy(z) + a/n <wy(x) <wi(x) + B/n. Il s’en suit donc que pour tout x, wi(z) = wa(x).

La réciproque est évidente. |

Définition 6.5 :
Soient (K,v) un corps valué de groupe de valeur Archimédien et (V,v) un K-espace
vectoriel normé. Une suite (an)nen d’éléments de V' est dite convergente s’il existe a € V.
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tel que pour tout A € I', il existe N € N tel que pour tout n supéricur & N, on ail
v(an —a) > A. Elle est dite de Cauchy si pour tout A €T, il existe N € N tel que pour
tout n et m supérieurs 4 N, on ait v(a, —ap) 2 A.

Enfin, on dit que V' est complet si toute suite de Cauchy converge.

L’existence d’un complété (qui est aussi un corps) pour tout corps valué est un
résultat classique. On peut trouver dans [Lan02, Proposition XII.2.1]. De plus, il est
facile de voir que le complété d’'un corps valué a le méme groupe de valeur et le méme
corps résiduel.

Définition 6.6 (Valuation p-adique) :

On peut munir Q de la valuation suivante : tout rationnel s’écrit d’une fagon unique
sous la forme p"alb ot a, b et n€Z et a et b ne sont pas divisibles par p. On pose alors
vp(p"a/b) = n. On définit le corps Q,, comme le complété de Q pour cette valuation.

Lemme 6.7 :
Soient (K, v) un corps valué complet et V un K -espace vectoriel normé, alors toutes
les normes sur V sont équivalentes et V' est complet pour toutes ces normes.

Démonstration. Voir |Lan02, Proposition XII.2.2] ]

Corollaire 6.8 :

Soient (K,v) un corps complet et K<L une extension finie, alors L ne peut étre
munie que d’une seule valuation (et pas seulement & équivalence prés) qui étend v et,
munt de cette valuation, c¢’est un corps complet.

Démonstration. L est alors un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes les valua-
tions sur L qui étendent v sont donc équivalentes en tant que normes par le lemme
(6.7) et par le corollaire (6.4), elles sont donc égales. De plus le lemme (6.7) précise
aussi que L est alors complet pour n’importe quelle norme et donc a fortiori son unique
valuation. O

Corollaire 6.9 :
Soit (K,v) un corps valué complet alors il est Hensélien.

Démonstration. D’aprés le corollaire (6.8), toute extension finie de K ne peut étre
munie que d’une seule valuation qui étend v. Par la proposition (1.11), on a alors bien
que K est hensélien. O

Définition 6.10 :

Soit (K,v) un corps valué. On dit qu’il est a valuation discréte si v(K) a un plus
petit élément strictement positif. Une uniformisante d’un tel corps est w tel que v(w)
est le plus petit élément strictement positif.
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Remarque 6.11 :
1l est facile de voir que le groupe de valeur d’un corps valué de valuation discréte et
Archimédienne est monogéne.

Lemme 6.12 :

Soit (K,v) un corps valué de valuation discréte, d’uniformisante m et dont le corps
résiduel est fini alors toute boule de rayon v est recouverte par un nombre fini de boules
de rayon v +v(w).

Démonstration. Soit b une boule de centre a et de rayon . Supposons que le corps
résiduel soit de cardinal ¢ et qu’il existe ¢ + 1 boules disjointes de rayon v + v(w)
incluses dans b. Soient alors xo, ...,z des points dans chacune de ces ¢ + 1 boules. On
a alors pour tous i # j, v(x; — ;) < 7, sinon ils seraient dans la méme boule de rayon
~v+v(m). Mais d'un autre coté on a v(x; —z;) =v(z;—a—-(z;—-a)) >y car x; et x; sont
tous les deux dans b. On a donc pour tous ¢ # j, v(x; —x;) = 7. Posons &; = (z; —a)y ot
v(y) = —v. On a alors v(Z;) = 0 et pour tous ¢ # j, res(&; —&;) # 0, i.e. res(&;) # res(Z;).
On a donc ¢+1 éléments de résidus distincts, ce qui est absurde. Il ne peut donc exister
au plus que g boules disjointes de rayon 7 + v(7) incluses dans b. Comme deux boules
de méme rayon sont soit égales soit disjointes, on a bien le résultat recherché. O

Lemme 6.13 :

Soient (K,v) un corps valué complet & valuation discréte, R un ensemble de repré-
sentants de k = O /M et m; une suite d’éléments de K tels que v(m;) = v(7)" ot 7 est
une uniformisante de K. Alors tout élément x € K se développe de fagon unique comme
une série convergente Y..on 1w ot N € Z et pour tout i, r; € R.

Démonstration. Voir [Lan02, p. 488]. i

Remarque 6.14 :

On peut alors remarquer que tout élément de Q,, s’écrit de fagon unique comme une
série convergente Yisn a;ip’ ot a; € [0...p—1]. Il s’en suit aussi immédiatement que
tout élément de Z, s’écrit de fagon unique comme une série convergente ;s a;p’ et
est donc limite d’éléments de Z, i.e. Z est dense dans Z,.

Définition 6.15 :
On définit Lo, = LaiyU{Pn :n € N"}. La théorie pCF des corps p-adiquement clos
dans le langage EQP est donnée par les axiomes suivants :

(i) K est un corps valué Hensélien.
(1) P, définit ’ensembles des puissances n-iémes.
(14i) Le groupe de valuation est un Z-groupe dont le plus petit élément strictement
positif est v(p).
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(i) Le corps résiduel est Fp.

Remarque 6.16 :
1l n’est pas totalement évident que cette théorie soit axiomatisable, montrons donc
que toutes ces propriétés peuvent étre traduites auw premier ordre dans E@p.

(i) Le seul probléme est d’exprimer qu’il est Hensélien, mais il suffit d’énoncer que
le corps vérifie le lemme de Hensel : pour tout ay ...a, et a, st 1diva;, 1diva,
(Y, a;a' div) et ¥, azia’tdiv 1, alors il existe b tel que 1divh, ¥; a;b' = 0 et
-(a-bdivl).

(11) Vo (Pyx < Iy x=y").

(i4i) Les aziomes précédent impliquent déja que le groupe de valuation est un groupe
abélien totalement ordonné. Il reste a dire qu’il a un plus petit élément stricte-
ment positif (qui est v(p)) : =(pdiv1) et pour tout x, xdivp implique xdiv1;
et que pour tout n € N*, [[' : nI'] = n : pour tout x, il existe y tel que
Vico. no1 zdivp'y* A ply® div z.

(iv) On a déja dit dans les aziomes que v(p) > 0 et donc res(p) = 0. Il s’en suit
que la caractéristique résiduelle est forcément p et donc il suffit de dire que le
corps résiduel a au plus p éléments : V... xpVij~(21 —2;divl).

Proposition 6.17 :
Le corps Q, est un modéle de pCF. De plus cette théorie admet l’élimination des
quantificateurs dans EQP et est complete. On a donc Th(Q,) = pCF.

Démonstration. La seule chose a vérifier pour montrer que Q, F pCF est que Q,, est
Hensélien mais c’est une conséquence immeédiate du lemme (6.9). L’élimination des
quantificateurs a été montrée par Macintyre dans [Mac76], on en trouve aussi une preuve
dans [Cha08, Théoréme 5.1 p. 50]. La complétude de la théorie suit immédiatement du
fait que tous les modéles contiennent Q@ muni de la valuation p-adique. o

Comme pour ACVF, on peut démontrer un résultat d’élimination des quantifica-
teurs dans une extension du langage tri-sorté qui permet de montrer que I' stablement
plongé au sens que tout ensemble définissable de I', 'est avec seulement des parameétres
deT.

On définit aussi le langage E%p en rajoutant les prédicats P, au langage Egiv et

en les interprétants toujours par ’ensemble des puissances n-iémes. La théorie pCF g
est alors la théorie de Th((@g ). C’est l'extension définissables de pCF®? donnée par les
considérations qui suivent la définition (5.6). Il suit aussi de ces considérations que la
restriction a Cdgiv de tout modele de pCFY se plonge dans un modéle de ACVng.
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Lemme 6.18 :
Soient K = pCF, z € K et k € N* alors € (K*)* si et seulement si (K*)* n

B (14v(z)+20(k)) (T) * D.

Démonstration. Soient y € (K*)¥ n B (1+v(a)+20(k)) () et P(X) = Xk —x/y. On a
v(P(1)) =v(l-y/z)=v(x-y) —v(xz) 21+ 2v(k) et v(P'(1)) = v(k). On a donc bien
v(P(1)) >2v(P'(1)) et donc par le lemme de Hensel-Rychlik (voir (1.11.iv)) il existe
beO tel que P(b) =0, ie. b* =y/z. Comme y e (K*)¥, il s’en suit directement que =
aussi. La réciproque est évidente. a

Une conséquence immédiate de ceci est que (K*)* est ouvert et fermé. Cela a
des conséquences sur le cardinal des ensembles définissables dans pCF. La preuve est
similaire a celle pour ACVF dans la proposition (3.8).

Proposition 6.19 :
Soit (K,v) = pCF, alors tout sous-ensemble définissable de K est soit fini soit du
cardinal de K.

Démonstration. Soit X un ensemble définissable, par élimination des quantificateurs et
par le méme argument que dans la preuve de la proposition (3.8), on peut supposer
que la formule que 'on considére est en une seule variable et que ¢’est une conjonction
d’atomes et de négations d’atomes. Elle est donc de la forme p[x] A A; P, (Ri(z)) A
Nj =Py, (R;j(z)), ot ¢ € Lgiy et les Ry sont des polynomes & coefficients dans K. Le cas
ol X est vide étant trés peu intéressant, on peut supposer qu’on a un m e X.

. —al
Comme ¢ est sans quantificateurs, on a [ K] = go[Ka g] N K. Or, on a montré dans

la preuve de la proposition (3.8) que si m € @[Fag] alors cet ensemble contient une
boule ouverte centrée en m. Quitte & augmenter son rayon, comme Ffalg =div(I'x), on

peut supposer qu'il est dans I'rc. On a donc m +y M < go[?alg] ol y € K et donc,
comme tous ces ensembles sont définis sans quantificateurs, m + yMg € p[K]. 1l s’en
suit que p[ K| est ouvert.

Montrons & présent que les P, définissent des ensembles ouverts-fermés. Si K E
Py(x) alors tout la boule ouverte B, (z)20(k) (%) est aussi dans Py(K). En effet, soit
Y € Boy(a)+20(k) () alors v(y) =v(y -z +2) = v(x) car v(y-=z) > v(x) +2v(k) > v(x) et
x € (K*)kmBZ(lw(y)Qv(k))(y), d’on, par le lemme (6.18), y € P,(K). Réciproquement,
si ¢ Pp(K) alors si on avait Pp(K) N By (11y(z)+20(k)) (T) # @, on aurait z € Pk (K) ce
qui est absurde, donc By (14y(z)+20(k)) (%) € =Pr(K).

Comme les polynomes définissent des fonctions continues, R;'(Py,) et R;l(ﬂij)
sont ouverts et donc X est une intersection finie d’ouverts. C’est donc lui méme un
ouvert qui contient un sous-ensemble de la forme m+yM . Par les méme considérations
que dans la preuve de la proposition (3.8), on montre que Mg a le méme cardinal que
K. Cest donc aussi le cas de X. a
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Lemme 6.20 :
Soient K & pCF, x € K tel que v(x) = 0 et k € N*, 4l existe alors n € N* auvec
n < p™*2 ") tel que z/n e (K*)* et v(n) = 0.

Démonstration. Cet énoncé peut s’exprimer au premier ordre par

Ve v(z)=0= \V Jy = =ny".
0<n<l+v(k),v(n)=0

Il suffit donc de le démontrer dans Q,,. Comme By, ;) () est une boule (ouverte) de Z,
et que Z est dense dans Zy, il existe n € Z tel que x—n € pir2vk) Zyp. Quitte a lui ajouter
un multiple de p1+2”(k), on peut supposer que 0 < n < p1*2”(k). De plus si n = 0 on aurait
z e pl+2v(k) Zy, ce qui contredit le fait que v(x) = 0. De méme, si v(n) > 0, on aurait
alors v(z-n) =0% 1+2v(k). On a donc v(z/n-1) =v(z-n)-v(n) =v(z-n) > 1+2v(k)
et donc par le lemme (6.18), comme 1 est une puissance k-iéme, x/n aussi. O

Corollaire 6.21 :
Soient K = pCF et k e N* alors K*[(K*)* est fini. De plus il existe un systéeme de
représentants dans Q.

Démonstration. Soit x € K, comme ['r est un Z-groupe de plus petit élément stric-
tement positif v(p), il existe n € [0...k - 1] et y € K tel que v(z) = kv(y) + nv(p).
D’apreés le lemme (6.20), il existe m € [1...p"*2*®)] tel que v(m) = 0 et que yk;”m
est une puissance k-iéme. Il s’en suit donc que x est dans la méme classe d’équivalence
que mp™ modulo (K *)k. 11 existe donc bien un systéme de représentants dans Q et il
est fini vu les bornes imposées & n et m. o

Corollaire 6.22 :
Soit (K,v) = pCF et A € K un sous-corps valué. Pour que A soit un modéle de
pCF, il faut et il suffit que A soit Hensélien et A= Va Pyx = Iy x=y".

Démonstration. D’aprés la remarque (6.16), A vérifie bien tous les axiomes de pCF
sauf la deéfinition de P, et celui qui dit que pour tout n, [I'4 : nT'4] = n. Comme par
hypothése A £ Vx P,x = 3y x = y", il suffit de montrer la réciproque. Soit donc x € A
tel que A £ Jy x = y". Mais on a alors aussi K = Jy x = y", i.e. K £ P,x et donc
AEP,.

De plus, soient z € A et n € N*. Comme I'k est un Z-groupe, il existe k € [0...n-1]
et y € K tels que v(z) = nv(y) + kv(p). Par le lemme (6.20), il existe m € Z tel que
v(m) =0 et zp~Fy™™m™! € P, et donc xpF*m™! € P,. Comme la définition de P, est
aussi vérifiée dans A, il existe y € A tel que zp *m™ = y™ et donc que v(z) € kv(p)+nl 4.
]

Pour finir prouvons un lemme technique sur Q, qui sera utile pour déterminer la
cloture définissables dans pCF.
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Lemme 6.23 :
On a Nis1(Qy)F = {1}

Démonstration. Soit x € ﬂkzl((@p)k, quitte a le remplacer par 27"

, on peut supposer que

1

x €Zy et on a alors x € ﬂkzl(Zp)k. Pour tout k il existe donc y tel que ypk_ =z, mais

y peut s’écrire comme Y, y;p", ot a; € [0...p—1] et donc en posant y' = Zfz_ol ap' €Z
et ' = Yispaip'™F, onay =y +pFy”. Daprés le petit théoréme de Fermat, on a
lpk—l

Y =1 mod p”* et donc, en appliquant un binéme de Newton, il existe z € 7y, tel que
ypk_1 =1+ pFz. Il s’en suit donc que pour tout k € N, il existe z tel que z = 1+ p¥z. Par
unicité du développement en série p-adique de z, on a donc x = 1. a

7 Cloture algébrique et définissable dans pCF

Cette section se propose de démontrer quelles sont les clotures algébriques et défi-
nissables dans pCF, comme on ’a fait a la remarque (3.3) pour ACVF.

Proposition 7.1 :
Soient (K,v) E pCF et Ac K, on a alors A K e pCF.

Démonstration. D’apres le corollaire (6.22), il suffit de montrer que K’ = A" A K et
K' e Vx Pyxr = 3y x = y". Soient alors P € Ox/[X] et a tel que res(P(a)) = 0 et
res(P’(a)) # 0. Ces méme conditions sont vérifiees dans K qui est hensélien, il existe
donc b e Ok tel que P(b) =0 et res(b) = res(a). Mais ce b est alors algébrique sur K’
qui est relativement algébriquement clos dans K, donc b € K'. Le corps K’ est donc
bien Hensélien.

De plus la définition des P, est préservée, en effet si on a K’ E P,(x), c’est aussi
vrai dans K car K’ est muni de la structure induite et donc il existe y € K tel que
y™ =z, mais ce y est algébrique sur K’ et donc appartient a K. |

Corollaire 7.2 : 1
Soient (K,v) £ pCF et Ac K, on a alors acl(A) = A °nK.
. —al
Démonstration. On a montré au lemme (7.1) que A" N K est une sous-structure de K
: —-al
qui est un modéle de pCF. Comme pCF est modéle compléte, A" MK est sous-structure

élémentaire qui contient A et donc acl(A). Mais comme Lq, contient le langage des
. —al
anneaux, on a aussi A °n K ¢ acl(A). Ils sont donc égaux. ]
Lemme 7.3 :
Soit T une théorie modéle compléte, telle que pour tout modéle M et tout A c M,

acl(A) & T, alors T a un modéle premier et minimal au dessus de tout ensemble de
parameétres, qui est justement acl(A).
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Démonstration. Montrons tout d’abord que acl(A) ne dépend pas de M. Soient donc
M et My deux modeles de D) (A), le diagramme élémentaire de A. Par la propriété
du plongement commun, ils se plongent tous deux élémentairement dans un modéle
M E Dy (A). Mais alors aclag, (A) = aclp(A) = aclag, (A). De plus tout modele de
De1(A) contient acl(A) qui par modéle complétude est une sous-structure élémentaire.
Enfin, si on a A <€ M <acl(A) ou M E Dg(A), alors acl(A) € M et donc ils sont égaux.
O

Corollaire 7.4 : 1
Soit A< K = pCF alors A" (K est un modele premier et minimal au dessus de A.

Démonstration. C’est une conséquence immeédiate du lemme (7.3), du corollaire (7.2)
et de la proposition (7.1). i

Proposition 7.5 :
Soit A c K = pCF alors K' = A (K est rigide au dessus de A.

Démonstration. Soit o € Aut(K'/A) et soit B la sous-structure fixée par o. Montrons
alors que B = pCF. D’apreés le corollaire (6.22), il suffit de montrer que B est hensélien
et que BE Vz P,(x) = Jy z = y". Tout d’abord, comme K’ est hensélien, il contient
Ch = Frac(< A >)" et comme C = Frac(< A >) c dcl(A), il est fixé par 0. On a donc le
diagramme commutatif suivant :

Ch

i1 7;4
C—> Ch — o(CM =K'

ou les injections vérifient toutes i(x) = x. Par la propriété universelle de ’Hensélianisa-
tion (voir (1.13)) on a i3 00 =iy et donc pour tout z € C*, o(x) = z, i.e. C" < B. Mais
cette extension est algébrique donc par le corollaire (1.12), B est Hensélien.

Soit maintenant z tel que B E P,(x). Si 2 = 0 alors c’est évident, sinon il a donc
une racine n-iéme dans K, notée y. Soit k € N*, par le corollaire (6.21), il existe g € Q~
tel que qy € (K*)¥. Mais on a alors o(qy)/qy = qo(y)/qy = o(y)/y € (K*)*. De plus
o(y)/y est une racine n-iéme de a/a = 1. Il s’en suit que o(y)/y € dcl(@) € Q,,. Par le
lemme (6.23), on a alors o(y)/y =1 et donc y € B, i.e. B= Iy x =y". o

Corollaire 7.6 : L
Soit A< K = pCF alors dcl(A) = acl(A) = A" *n K.

Démonstration. Quitte & en prendre une extension élémentaire, on peut supposer que
K est assez saturé. Il suffit alors de montrer que tout o € Aut(K/A) fixe A" K. Mais
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—alg

comme o fixe A alors o fixe (globalement) acl(A) = A"~ n K. Mais on a montré dans le

—ral, .. . . .
lemme (7.5) que A" MK est rigide au dessus de A, il est donc fixé point par point. O

On peut alors en déduire, comme le fait van den Dries dans [Dri84| que pCF admet
des fonctions de Skolem définissables. Pour cela on fait appel au critére suivant.

Lemme 7.7 (Critére pour les fonctions de Skolem) :

Soit T une théorie qui élimine les quantificateurs, alors T admet des fonctions de
Skolem définissables si et seulement si tout A = Ty se plonge dans un modéle A= T
qui est algébrique et rigide au dessus de A.

Démonstration. Voir [Dri84, Théoréme 2.1] ]

Corollaire 7.8 :
La théorie pCF admet des fonctions de Skolem définissables.

Démonstration. Soient (K,v) £ pCF et A ¢ K. D’apreés le lemme (7.1), A" A K est
un modele de pCF, algébrique au dessus de A. Mais par le lemme (7.5), il est rigide
au dessus de A. On peut donc conclure par le lemme (7.7). O

Remarque 7.9 :

Ces résultats seront utilisés dans la derniére section, mais il faut faire attention
qu’on sera alors dans une extension définissable d’une partie de L®4. Les résultats qu’on
a démontré restent vrais dans ce langage, o condition de considérer des ensembles de
parameétres et des variables du corps seulement.

8 Les types dans pCF

La section qui suit est une reprise des résultats de la section 4 de [HMOS§], dans le
cas particulier de la théorie pCF. Dans ce qui suit, on notera B ’ensemble des boules.
En particulier, si K est un corps valué et A ¢ K, on note B(A) I’ensemble des boules
A-deéfinissables. Si b € B(A), on notera x € b pour ¢[x], o ¢ est une L 4-formule qui
définit b. De plus, si M® = pCF®Y, on notera K (M) la sorte du corps.

Définition 8.1 (Généricité) :

Soient (K,v) un corps valué, A € K, (b;)ier une famille de boules A-définissables
et P =;b;. On dit que x € K est générique dans P au dessus de A si x € P et x
n’appartient & aucune sous-boule stricte A-définissable de P.

On note ap|A le A-type partiel suivant :

ap={zebj:ielju{-zeb:beB(A) etbg P}
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Comme on 'a déja fait remarquer précédemment, la notion de boule se comporte
mal vis & vis des extensions de corps. Il faut donc faire attention qu’un point géné-
rique dans une intersection de boules dans un corps ne le sera pas forcément dans une
extension. Mais pour les corps p-adiquement clos, cela cas ne peut pas se produire :

Lemme 8.2 :
Soient (K,v) E PCF, (K,v)<(L,w) une extension de corps valués, vy e T'p eta e K,
st Bsy(a) N K et B, (a) n K sont définissables sur K, sont alors des boule de K.

Démonstration. Considérons d’abord b = B+ (a). Comme b est définissable sur K, son
rayon (qui est la valuation maximal de la différence de deux points dans b) est aussi
définissable sur K, il s’en suit qu’il est dans F?alg =divI'g. Tl existe donc n € N tel que
ny € I'g. Comme K est un corps p-adiquement clos, I'ic est un Z —groupe et donc il
existe k € [0...n—1] tel que ny+k enl'k, i.e. 7+% e I'x. En d’autres termes, il existe
d ek tel que 0 —v(p)y <0 et bn M est donc la boule de centre de a est de rayon ¢
dans M.

De plus Bsy(a) N M = By ) (a) N M qui est bien une boule de M par ce qu’on
vient de démontrer. O

Il s’en suit donc que si (K,v) E pCF et (K,v)<(L,w) est une extension de corps
valués (comme cela ne change rien aux boules définissables, on considérera les deux
corps munis de leur Lgj,-structure), P est une intersection de boules de K, A< K, x
est un point générique de P au dessus de A (dans K) et b une boule de L, A-définissable
alors bn K est une boule de K. Soit o0 € Aut(K/A), on peut (quitte & supposer L assez
saturé) I’étendre en & € Aut(L/A) qui fixe globalement K. Comme b est A-définissable
dans L, il est fixé par & et donc o fixe bn K qui est donc bien A-définissable. Comme
cette derniére boule contient z, elle ne peut étre strictement incluse dans P et donc b
non plus.

On dira que P est une intersection stricte si ce n’est pas lui méme une boule (qui
serait alors immédiatement A-définissable) et que P est non vide.

D’aprés [HHMO06, lemme 2.3.3], le type générique sur une boule ou une intersection
stricte de boules est complet dans le cas ol ’ensemble de parameétres est algébriquement
clos. De plus tous les types d’éléments du corps sont d’une de ces deux formes. Dans
le cas de pCF, la situation est un peu plus compliquée.

Lemme 8.3 :
Soient M =pCF®, Ac M tel que acl®(A)nB c dcl®¥(A) et z € K(M) alors x est
générique dans une intersection stricte de boules A-définissables au-dessus de A.

Démonstration. Soit P = N{b € B(A) : z € b}, il est alors évident que z est générique
dans P au dessus de A. Supposons alors que l'intersection ne soit pas stricte, P est donc
une boule A-définissable. Soit v son rayon, d’aprés le lemme (6.12), la boule de centre
et de rayon v +1 est algébrique sur A. Elle est donc dans acl(Jeq(A)nB ¢ del(Peq(A)
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et est donc définissable sur A. De plus elle contient x et est strictement contenue dans
P, ce qui est absurde. a

Définition 8.4 (f.p) :

Soient M une L-structure, A € M, p un type sur A et f = (f;:i€I) une famille
de fonctions A-définissables telle que pour tout i f; est défini sur les réalisations de p.
Soit @[T, 7,a;] qui définit f;, on peut alors considérer le type

n
Fep = A0Girs - T, @' 1 YTiy - i I\ 05, (2 iy @iy ] ATy - - - i @] € DY
j=1

Définition 8.5 (Relative complétude) :
Soient M une L-structure, A € M et (f;)ier une famille de fonctions A-définissables.

Un A-type partiel p est complet au dessus de A relativement auz f; st la fonction ¢ — fiq
est injective de {q € S(A) :p c q} dans S(A).

En particulier, pour vérifier qu'un type est complet au dessus de A relativement a
f, il suffit de de vérifier que, dans un modéle assez saturé, pour tous c et ¢’ qui réalisent

ce type, si f(c) =4 f(c') alors c=4 .

Lemme 8.6 :

Soient M une L-structure, A € M et (f;)ier une famille de fonctions A-définissables.
Un A-type partiel p|Z] est complet au dessus de A relativement auz f; si et seulement si
pour toute L o-formule o], il existe une L a-formule 0[] telle que p[z] = (p[Z] —
0[f(z)]), ot f(Z) représente le uplet des f;(Z).

Démonstration. Supposons que p soit complet au dessus de A relativement & f. L’en-
semble de formules p[Z] U p[Z' U {0[f(Z)] <= O[f(Z'):0 € La]} u{-(p[Z] —
©[Z'])} n’est pas satisfaisable (dans un extension N assez saturée de M) sinon on
aurait f(Z) =4 f(z') mais pas T =4 Z’, ce qui contredit notre hypothése. Il existe
donc (6;)=1..n des A-formules telles que pour tout T et Z' réalisations de p, on ait
Ni(Oi[f(2)] = 6:[f(@)]) = (p[z] = ¢[2']).

Pour tout o : [1...n] - {0,1}, on pose 0,[7] = Ay(i)=1 0i[F7] A Ao(i)=0 ~0:[¥] et on
définit X ={o:3ce N cepet N Ep[c]rnb,[f()]} et 0[F] = Voex 05[7]. Soit alors
¢ E pdans N, si N E ¢[c] alors, comme N E 6,[f(¢)] pour o tel que o(i) = 1 si
et seulement si N & 6;[f(¢)], on a bien 0 € X et N E [ f(¢)]. Réciproquement, si
N = 0[f(0)], il existe 0 € X tel que N E 6,[f(¢)], et donc il existe & = p tel que
N EO,[f(@)]Ap[c']. On a alors, pour tout i, 6;[ f(¢)] < 6;[f(¢)] et donc, comme
N E ¢[c], on a aussi N E p[c]. Comme N est assez saturé, on a exactement montré
que plz] = (¢[z] = O[/(2)])-

Réciproquement, soient ¢ et ¢ deux réalisations de p dans N telles que f(¢) =a
f(@) et p[x] € L4. Soit alors 8[y] la formule qui existe par hypothése. On a alors
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N e ple] < 0[f(e)] < 0[f(T)] — ¢[] car f(€) et (') ont le méme type.
Il s’en suit donc que é=4 ¢ O

On a montré dans le lemme (6.21) que pour tout corps p-adiquement clos K,
K*[(K*)™ est fini et a un systéme de représentants dans Q. Soit alors (¢/') un tel sys-
téme de représentants. La surjection canonique K* — K*/(K*)™ est alors définissable
par la formule r,[z,y] = Viy = ¢ A Po((¢%)"*7). On peut d’ailleurs remarquer que le
lemme (6.18) implique que pour tout n, 1 +p'*2*(™ O c ker(r,). Il s’en suit donc que
siv(z-—y)+1+2v(n) <v(xr-z)alors r,(y—x) =r,(y — 2), en effet ;‘j_;; =1+ 21 et
v(z-2)-v(r-y)21+2v(n) et donc z%fc e kerry,.

Pour x et y € I', on notera aussi dans la suite x < y si pour tout ne N, z+n < y.
Comme on vient de le remarquer, on a alors que v(z —y) < v(x - z) implique que pour
tout n, r,(y —x) = rn(y — z). De plus soit b une boule, si = ¢ b, alors pour tout y € b,
v(x —y) est constant (c’est une conséquence immeédiate du caractére ultramétrique), la
notation v(z —b) a donc un sens. De méme, si v(x —b) < p(b) (ou p(b) est le rayon
de la boule) alors on vient de montrer que la notation r,(z —b) a un sens. Cela dit, il
suffit d’avoir v(x —b) + 1 +2v(n) < p(b), comme on 1’a montré un peu plus haut. Enfin
dans ce qui suit, on notera r(z —b) pour le uplet des r,(x —b), sous réserve qu’il soit
bien défini.

Rappelons enfin que si M E pCF®Y v est @-définissable (c’est méme un symbole de
L£°9). En effet, le groupe de valeur n’est autre que K*/(O\ ) qui est bien un quotient
définissable, et v est la projection canonique.

Lemme 8.7 :

Soient M = pCF® A c K(M), (b;)icr une famille de boules A-définissables d’in-
tersection stricte P et a € P(A), alors le typen(ap|A)[z] est complet relativement a
v(x—a) et aux r(x - a).

Démonstration. Soit L =K"® muni d’une valuation qui étend v (et qu’on notera aussi
v). Dans un premier temps nous allons montrer que 'on peut étendre les r, & L*. Soit
H=(K*)"n(1+p"2( ©) un sous-groupe de L*. Si abe Hn K* avec a € (K*)" et
be (1+p"*2(™ O1) on aalors be K*, or b=1+p'*2*(™¢ on v(c) < 0. Mais on a alors
ce K et donc be (1+p*2M Ok) c (K*)™. 1l sen suit que ab € (K*)™ On a donc
montré que Hn K* = (K*)" et donc K*/P,, s’identifie avec un sous groupe de L*/H,
et la projection sur ce quotient étend r,. De plus on a étendu r, de facon a ce qu’il
soit toujours vrai que si v(z —y) < v(x - z) alors rp(x —2) =r,(y — 2).

Soient maintenant ¢ et ¢ € K génériques dans P au dessus de A tels que v(c -
a) =4 v(c —a) et pour tout n, r,(c—a) =4 (¢ —a), ie. il existe o Aut(M/A)
tel que v(c—a) = o(v(d —a)) = v(o(c') — a) (quitte & supposer M assez saturé) et
rn(c—a) = r,(c’ —a) (car les images des r, sont dans dcl(@)). Comme o(c’) =4 ¢/, il
suffit de démontrer que o(c¢’) =4 ¢. On peut donc supposer v(c-a) = v(c - a).
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Considérons maintenant d € A% Si d ¢ P, soit i tel que d ¢ b;. Pour tout m € N,
il existe j € I tel que p(bj) > p(b;) + m sinon X = {p(b;) : j € I} aurait un minimum,
(parmi p(b;), p(b;)+1,...,p(b;)+m) or comme les boules de méme rayon sont soit égales
soit disjointes et que P # @, ’ensemble des b; aurait un minimum pour l'inclusion ce qui
contredirait le fait que P soit une intersection stricte. Comme d ¢ b;, on a v(d—a) < p(b;)
et donc, comme a, c € bj, v(c—a) > p(b;) > p(b;)+m > v(d—a)+m. On a donc montré que
v(d—a) < v(c-a). Le méme résultat tient pour ¢’ et donc v(c—d) =v(d—a) =v(c' —d)
et pour tout n, r,(c—d) =r,(d-a) =r,(c - d).

Supposons maintenant que d € P, comme v(a—d) € anlg =div(T'4), il existe m e N
tel que mwv(a —d) = v € T'4. Pour tout | € N, la boule Bs,/,_;(a) est une boule A-
définissable incluse dans P (par le méme raisonnement que précédemment mais en
utilisant maintenant que d € P) et donc ¢ ne peut y appartenir, i.e. v(c—a) <y/m-1=
v(d—a) -1 et donc v(c—a) < v(d-a). Par le méme raisonnement, v(c¢' —a) < v(d-a)
et donc v(c—d) =v(c—a) =v(c —a) =v(c —d) et pour tout n, r,(c—d) =r,(c—a) =
rn(c —a) =r,(c—a).

Comme tout polyndéme & coefficients dans A est scindé sur Zalg, et que v et les
rp, sont des morphismes pour la multiplication, on a démontré que pour tout @ €
A[X], v(Q(c)) = v(Q(c")) et pour tout n, r,(Q(c)) = r,(Q()) ie. P (Q(c)) <—
P.(Q(c")). Or comme A ¢ K(M) et que toute L5 -formule & parameétres et variables
dans le corps est équivalente a une Lq -formule (cfest un propriété de T° pour toute
théorie T'), le type de ¢ sur A est entiérement déterminé par son type dans la L@p—
structure. Comme il y a élimination des quantificateurs et qu’on vient de démontrer
que c et ¢’ réalisent les méme atomes, on a bien c=4 . ]

Proposition 8.8 :
Soient M = pCF®, Ac M, (b;)ie; une famille de boules A-définissables d’intersec-
tion stricte P et x une variable de corps, alors pour toute E?Qq -formule & paramétres
P

dans A, p[z], on a soit ap = ¢ ou ap = -, ou il existe une Lo, -formule 0(y, 2)
et ece’ c P dans B(A), tels que x e PAz ¢ e = (p[z] < O[v(z—e),r(xz-¢)]) et
que tous les rp(x — €) qui apparaissent dans 0 soient bien définis en dehors de €’.

Démonstration. Quitte a supposer M assez saturé, on peut supposer que P(a) # @.
Soit alors a € P(A). D’aprés les lemmes (8.7) appliqué a K (M) (ce qui est possible car
on a bien A< M =dcl(K(M))) et (8.6), il existe une [,?Qi)—formule 0ly, z] & paramétres
dans M telle que ap|M[z] = (¢[z] < O[v(z-a),r(z-a)]).

Montrons maintenant que 6 peut étre choisie A-définissable. Soient A une extension
élémentaire de M assez saturée et homogene et () un conjugué de 6 au dessus
de A (dans M, ie. 0 € Aut(M/A)). Alors, pour tout x € N tel que z = ap|M,
on a alors v(z —a) < v(a-o(a)) car pour tout m € N, By(4_g(a))-m(a) est une
sous-boule M-définissable de P. On a donc v(x —a) = v(z —o(a)) et pour tout n,
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rn(z—a) = rp(x —o(a)). Il en suit donc que O[v(x —a),r(z -a)] <= p[z] —
o(p[z]) <= o(0)[v(x-0(a)),r(x-0c(a))] car ¢ est A-définissable, mais la derniére
formule est équivalente a o(6[v(x—a),r(z—a)]) par les égalités qu’on vient de montrer.

De plus supposons que seuls 71, ... 7y apparaissent dans . Si g;' est le systéme de re-
présentants rationnelles de K* /(K ™)™ utilisés pour définir 7, pour tout J = (q;'-i)izlmN,
si on note Oy[y] =Vz1...2n, A 2i = q;Z AO[y,z]. On a o(0y) = (0(0))s car les q; sont
@-définissables, et donc 0 vérifie la méme propriété que 0 a savoir que pour tout conju-
gué o(0y) au dessus de A (dans M), ap|M[z] = (0;[v(z-a)] < o(05)[v(z-a)]).
Comme O[x,y] = V(05[] ANy = q;-i)7 il suffit de montrer que tous les theta; sont
A-définissables (ou du moins qu’on peut les remplacer par une formule & paramétres
dans A).

Considérons ’ensemble de formules suivant :
Y[z, 2'] = (ap|M)[z]u{0;5[z],-0,[2"]} v {Y[x,a] <= Y[z'a]: e L ,ae A}

Supposons qu’il soit satisfait par c et ¢’. Ils ont alors le méme type au dessus de A et donc
il existe un automorphisme o € Aut(M /A) tel que o(c’) = ¢. Mais comme ¢ E ap|M,
et que M & 0;[c], on a aussi M £ o(0;)[z], mais donc aussi M £ ;[0 (z)], i.e. M E
6;[c’] ce qui est absurde. Cet ensemble ne peut donc pas étre satistaisable et il existe
(¥i)i=1..m des E?Q?p—formules a paramétres dans A, telles que ap|M[z] = (A; ¥i[z] —
Yi[2']) = (0s[z] <= 6,[2']). Pour tout 7 € 2™, s0it ¥r = Ar(i)=1 ¥i A Ar(i)=0 ~¥i-
Notons E = {7 €2™:3z € N,z = ap|]M,N =0 [z] et N =-[z]} et g =Vieptr. Il
est alors facile de voir que ap|M[z] = (0;[x] < g) et cette derniére formule est
bien & paramétres dans A. On peut donc supposer que les 65, et donc aussi 0, sont a
paramétres dans A.

Par compacité, il suffit d’étre dans un nombre fini de b; et d’éviter un nombre fini
de sous-boules de P dans M pour avoir p[x] <= 6[v(z —a),r(x - a)]. Mais ces
sous-boules sont toutes incluse dans la plus petite boule qui les contient toutes (et a).
On a donc I ¢ I fini et une boule b de M tels que bc P, aebet Njej,x €bjnx ¢b=
(plz] <= Olv(z—a),r(xz—a)]). Soit b’ la boule autour de b de rayon p(b) —m tel
que m € N est suffisant pour qu’en dehors de o', r,(x — b) soit bien défini pour tous les
rn, qui apparaissent dans 6 (en reprenant les notation de ci- dessus, il suffit de prendre
m=max(1l+2v(n):1<n<N)). On a alors

Nzebrnzeb = (p[z] < Ov(x-b),r(z-b)]). (2)

iEIO

Il suffit alors de montrer qu’on peut choisir b et b’ A-définissables. Si ap|A = ¢ ou
ap|A = —p alors c’est fini. On peut donc supposer qu’on a ay et ag € M qui réalisent
ap|A tels que M £ @la1] et M & —p[az]. Soient alors e = Bsy(q,-a,)(a1) et €' la
boule autour de e de rayon p(e) —m, alors aucune paire (b,b") qui satisfait (2) ne peut
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vérifier que b’ et e’ sont disjoints. En effet, si ¢’était le cas, comme b est disjoint de ¢€’,
on aurait p(e’) = v(ay —az) —m > v(ay - b) et donc v(a; — b) = v(as - b) et pour tout
n tel que r, apparait dans 6, r, (a1 —b) = r,(az2 —b). De plus, comme aq, as ¢ b', on a
vla1] <= O[v(a1 -b),r(a1 -n)] < O[v(az-b),r(az —n)] < ¢laz] ce qui est
absurde. Quitte a agrandir b pour que son rayon soit supérieur a v(a; —az) € I'p7, on
peut supposer que p(b") > p(e’), on a donc forcément e’ € b'. Comme tous les conjugués
de (b,b") au dessus de A vérifient (2), un conjugué de b' au dessus de A ne pas étre
disjoints de €’ et donc de b’. Cela implique aussi, quitte a appliquer un automorphisme,
que deux conjugués de b ne peuvent pas étre disjoints.

Soit [z, d] une E?Qi—formule qui défini b". Soit p = tp(d/Ap(b’)). Si I'ensemble de

formules

ply]v{-(Vz ¢[z,d] = ¥[z,7])}
était satisfaisable, on aurait o € Aut(M/Ap(b')) tel que [z,d] et [z, 0(d)] ne défi-
nissent pas le méme ensemble, i.e. b’ # o(b'). D’aprés ce qu’on vient de démontrer, on a
soit b’ € o (b"), soit o(b') € b'. Mais comme o fixe p(b'), on a p(a (b)) =a(p(d’)) = p(V')
et donc b' = o(b'), ce qui est absurde. Il s’en suit donc qu'il existe (x[7,z]) une
Ly -formule a paramétres dans A, telle que M k£ Vd'x[d',p(0)] = (Voy[z,d] <
P
Y[x,d']) et on peut supposer que x[y, z] implique que ¥[x, 7] est une boule de rayon
z (car c’est exprimable par une formule qui est dans le type de d). De plus, si on note

q= tp(CZ/‘A) et (5[.%’1, Z2, 371@2] = ¢[$1a 3?1]/\"7?[3527 Zjl]/\ﬂ¢[$1>ﬂ2]/\¢[9€2a 372]; I'ensemble
de formules

Q[Czl] U qwﬂ U 5[3017962,621,672]

n’est pas satisfaisable. En effet, il y aurait alors deux conjugués de b au dessus de A
qui ne sont pas inclus I'un dans 'autre, i.e. sont disjoints, ce qui contredit ce que 1’on
a vu précédemment. Il s’en suit donc qu’il existe x1 et yo deux formules de ¢ telles
que M & Vdidaxi[di] A x2[d2] = (VYazim9 —6[z1,22,d1,d2]). Posons alors ([xz,z] =
3d'x[d', 2] ax1[d' Axa[d' ] Av[z,d'] qui est & paramétres dans A. Cette formule permet
alors de définir une fonction f A-définissable qui a un rayon - associe une boule de rayon
v telle que f(p(b")) =b". De plus les images par f forment une chaine. En effet, si Pon a
1 et v tels que f(v1) et f(72) ne sont pas inclus 'un dans lautre, i.e. sont disjoints,
alors il existe x1, o2, di et do dans M tels que M & §[x1,22,d1,d2] A x1[d1] A x2[d2],
ce qui est absurde.

On note alors f’ la fonction qui a «y associe la boule de rayon m de moins autour de
(7). L’ensemble G des v € T'y; tels que (f(7), f/ (7)) vérifie (2) est donc A-définissable
et non vide car il contient p(b’) (en effet comme (b,0") vérifie (2) et que f'(p(d"))
contient b" qui contient b, (b, f'(p(b"))) vérifie aussi (2)).

Si cet ensemble est majoré, comme le groupe de valeur de Q, est Z, tout sous-
ensemble définissable de I' qui admet un majorant, admet un maximum (cette propriété
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est vraie dans Z et s’exprime au premier ordre). Soit donc 49 un majorant de G, il est
donc A-définissable et (f(70), f'(70)) est une paire de boules A-définissables vérifiant
(2). Si f(90) € P alors ce sont les boules recherchées, sinon f'(vy) et P sont disjoints
et donc comme ay et as sont dans P, v(a; — f(79)) < v(a; —ag). Il s’en suit alors que
elar] — 0[v(ar - f(10)),7(a1 - F(0))] < O[v(az - F(10)).7(az - f(70))] <>
plaz] ce qui est absurde.

S’il n’est pas majoré, considérons 'ensemble X = Nyeq f(7y) qui est A-définissable et
ne peut contenir au plus qu’un point. De plus, comme la propriété que les intersections
de chaines définissables de boules sont non vides est vraie dans @, et s’exprime au
premier ordre, il s’en suit que X est non vide et est donc réduit & un point a, qui est
donc nécessairement A-définissable. Soient alors x € P distinct de a et v € G tel que
v-m>v(x-a),on aalors p[z] < O[v(x-f(7)),r(x-f(y))] mais comme a € f(7),
on a bien p[z] < O[v(x -a),r(x-a)]. On peut alors choisir pour e et €’ la boule
de rayon oo autour de a. O

Corollaire 8.9 :

Avec les méme notations que dans le lemme précédent, s’il existe b € B(A) tel que
b < P alors ap est complet relativement a v(x —b) et aux rn(x —b). Si, par contre, il
n’existe pas de tel b alors ap est complet.

Démonstration. Supposons qu’il existe b € B(A) tel que b € P. Soit ¢[x] une L 4-formule,
si ap[z] = plz], on a ap[z] = (¢[r] <= v(z) =v(x)) et si ap[z] = -p[z], on a
ap[z] = (p[z] < -v(z)=v(z)). Dans les autres cas, d’aprés la proposition (8.8),
il existe une formule 6 et e € €’ ¢ P dans B(A) tels que z € PAx ¢ € = (p[z] —
O[v(x —e),r(x —e)]). Soit ¢ la plus petite boule qui contient b et e, elle est bien A-
deéfinissable et donc toute réalisation = de ap est a I'extérieure de cette boule (et méme
loin de cette boule). Il s’en suit donc que v(z —b) = v(z-c) =v(x—e) et de méme pour
r. On a donc apl[z] = (¢p[z] <= Olv(z-b),r(x ->b)]). Il suit alors du lemme (8.6),
que ap est complet au dessus de A relativement a v et 7.

Par contre, si un tel b n’existe pas, si on n’a pas ap = ¢ oll ap = - alors on
devrait avoir un e € B(A) qui sont inclus dans P, par la proposition (8.8), ce qui est
absurde. O

Corollaire 8.10 :

Soient M4 = pCF®d, A c M® tel que acl®(A) nB c del(eq(A) et B =B(A) alors
pour tout c€ K(M), tp(c/B) = tp(c/A).
Démonstration. Soient ¢ et ¢’ qui ont le méme type au dessus de B et montrons qu’ils
ont aussi le méme type au dessus de A. Tout d’abord, d’apres le lemme (8.3), comme

A est algébriquement clos, ¢ est générique dans une intersection stricte P de boules A-
définissables. Comme «,, C tp(c¢/B), ¢’ est aussi générique sur P. D’apres le corollaire
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(8.9), si P ne contient pas de boule de B alors ap est complet et comme ¢ et ¢’ en
sont deux réalisations, on a bien ¢ =4 ¢’. Par contre 8’il existe une boule b € B incluse
dans P, toujours par ce corollaire, il suffit de vérifier que v(c—b),7(c - b) a le méme
type au dessus de A que v(c' —b),r(c -b).

Tout d’abord comme les valeurs des différents r; sont dans Q ¢ dcl(@) et que c=p ¢’
et donc en particulier que c—b=g ¢’ —b, r(c—b) et r(c' —b) ont bien le méme type (ils
sont en fait égaux). De plus comme I" est plongé stablement et que tous ses points sont
codés par une boule, le type de v(c—b) sur B implique celui sur I'(A) et donc sur A.
On a donc bien que v(c—-0b) =4 v(c' - b). o

La proposition qui suit est une forme de réciproque a la proposition (8.8). On y avait
démontré que pour rendre complet un ap, il faut spécifier le type de (v(z—a),r(z—-a))
pour un certain a. La proposition qui suit montre que réciproquement, quelque soit le
type qu’on choisisse pour (v(x—a),r(z—a)), s'il est raisonnable alors il sera consistant
avec ap.

Dans ce qui suit, si P = Upep b est une intersection de boules, on notera Pp = {~ €
I':Vbe B, 7> p(b)}. On notera aussi Pr 'ensemble de formules qui définit ce type
partiel.

Proposition 8.11 :

Soient M e pCF®, Ac M, P =ypb intersection stricte de boules A-définissables
et qly, z] le type d’un certain (v(c),r(c)) au dessus de A tel que qly, z] implique Pr[y]
et y < pour tout v € P, (A). Alors (ap|M)[x] U Usepary qlv(z —a),7(x - a)] est
consistant.

Démonstration. On peut supposer M assez saturé pour que P(M) soit non vide. Soit
alors a € P(M). Montrons que g[y,z] u{y <~ :v € Pr(M)} est consistant. En effet,
s’il ne 'était pas, par compacité, il existerait v € Pp(M) et ¢ € ¢ une L4-formule
tels que Y[y, z] = y > v. Comme Z n’apparait pas a droite de I'implication, quitte &
remplacer ¢ pas 3z1[y, Z], on peut supposer que sa seule variable est y. Comme [ M ]
a un minorant, elle admet une borne inférieure v’ (cette propriété est vraie dans Z et
s’exprime au premier ordre). Comme ¥[M] a un minorant dans Pr, 7’ est dans Pp(A)
et on a q[y] =y =1/, ce qui est absurde.

Soit alors (v,s) E q[y,zZ]u{y <~y :v € Pr(M)} (dans une extension élémentaire de
M). Par hypothese, la formule 3z, v(z) =y Ar(z) = z est dans ¢ (& vrai dire comme
r est un uplet infini, tout bout fini de cette formule est dans ¢). Par compacité, existe
donc ¢ tel que (v(c),r(c)) Eqly,z]u{y <y :v € Pr(M)}. On pose alors d = a+c. Tout
d’abord, comme v(d-a) = v(c) € Pr, et que a € P, il s’en suit immédiatement que d € P.
De plus si d était dans une boule b M-définissable incluse dans P, quitte & la remplacer
par la plus petite boule qui contient a et b, on pourrait supposer que b contient a. Mais
alors p(b) € Pr(M) et v(c) = v(d-a) > p(b), ce qui contredit la définition de c. On a
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donc bien d E ap|M. De plus, soit a’ € P(M), comme d est générique dans P au dessus
de M, on a v(d-a) <v(a-a'). Il sen suit donc qu’'on a v(d—a’) =v(d-a) =v(c) et
r(d-a') =r(d-a) =r(c) et, comme ¢k g[v(c),r(c)], on a bien (v(d—a’),r(d-a’)) Eq.
O

Pour finir montrons l'existence d’extensions invariantes dans pCF. Avant de com-
mencer rappelons cependant que dans un Z-groupe, il existe des extension invariantes.
Toute type p sur un ensemble de parameétres A est déterminé par 'ensemble des
ng € [0...k —1] tels que = — ng est un multiple de k et par la coupure réalisée par
xz dans A. Comme les nj sont définissables sur le vide, une extension de p est juste
une extension de la coupure, et elle peut étre choisie de fagon & étre A-invariante (par
exemple en mettant a gauche tout les nouveaux points qui réalisent la coupure sur A).

Proposition 8.12 :
Soient M = pCF®, A ¢ M® tel que acl®(A) nB c dcl®(A) et c € K(M),
p=tp(c/A) a alors une extension Aut(M®/A)-invariante.

Démonstration. D’aprés le lemme (8.3), ¢ est générique sur une intersection stricte P
de boules A-définissables. Supposons qu'il existe une boule a A-définissable incluse dans
P, on note alors ¢ = tp(v(c—a),r(c—a)/A). D’apres la proposition (8.8), on a alors
aplAug[v(z—a),r(z—a)] = p[z]. On pose alors s; = r;(z—a) € Q et soit ¢’ une extension
Aut(T'(M)/T(A))-invariante de tp(v(c—a)/T'(A)). Comme T' est stablement plongé,
q’ est un type complet sur M et il est bien Aut(M®? /A)-invariant. De méme le type
t{y, z] = ¢'[y] u{z = s;} est un type complet sur M®? qui est Aut(M*?/A)-invariant
(il est consistant car comme précédemment toute sous formule finie de 3z v(z) = y A
v(x) = § est dans ¢ dont ¢’ est une extension). Par le lemme (8.11), p* = ap|M®1u
Umep(areay tlv(z —m),r(z —m)] est consistant. Il est évident qu’il est complet par le
corollaire (8.9) et qu’il étend p. De plus, ap|M®? est clairement Aut(M? /A)-invariant
et si o€ Aut(M®1/A) et m e P(M®Y) alors o(m) € P(M®Y) et o(t[v(x-m),r(z-m)]) =
tlv(x—o(m)),r(x—o(m))] est aussi inclus dans p*, d’ou p* est Aut(M°1/A)-invariant.
i

Remarque 8.13 :

Comme pour les résultats de la section précédente, les résultats de cette section
ne seront pas utilisés exactement dans le cadre ot on les a démontrés. Mais ici, on
s’est déja placé dans un modéle de pCF®Y. Le passage a une extension définissable ne
changeant rien auz types, on pourra les appliquer sans soucis.

9 Extensions algébriques des corps p-adiquement clos

On va commencer dans cette partie par étudier les extensions finies de Q,, pour
étendre ensuite cette étude aux corps p-adiquement clos. La partie algébrique de ce qui
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suit est inspiré de [Lan94, ch. II|, [Lan02, ch. XII|, [Nar74, ch. V §2] et [Ser68, ch. III
§6].
Définition 9.1 (indice de ramification et d’inertie) :

Soit (L,w) >(K,v) une extension finie de corps valué. On note le degré de ramifi-
cation e(wlv) = [Ty : Ty] (ou plus simplement e(L|K) si les valuations sont évidentes)
et Uindice d’inertie f(wlv) = [kylky].

Lemme 9.2 :
Soit (L,w)>(K,v) une extension finie, on a alors e(w|v)f(w|v) < [L : K] (en
particulier e(w|v) et f(wlv) sont finis).

Démonstration. Soient w(x1),...,w(x,) des éléments de classes distinctes de I'p [Tk
(ot w; € L*) et y1,...,ys une famille kg-libre de kz. Montrons alors que la famille
(ziy;)i,; est libre sur K. Considérons donc a;; € K tels que Y; ; a; j7;y; = 0. Quitte
a retirer des termes, on peut supposer que pour tout ¢ il existe j tel que a;; est non
nul. Fixons alors un i et soit j; tel que v(a;j,) est minimal. ¥, a;;/a;;,y; est alors
une combinaison des y; a coefficients dans O dont un des coefficients est de valuation
nulle. Son résidu est une combinaison des ; dont un des coefficients est non nul, elle
ne peut donc pas étre nulle et donc v(X; a;j/aijy;) = 0, i.e. v(X;ai;y;) = v(aiy),
il s’en suit que oo = v(X; ; aijwiy;) = X;v(aq )v(w;). 1l existe donc iy et iy tel que
050, 0(wi) = V(i )0(@i,)- Mais alors (i) - v(ws,) = 0(aig,, fai, ., ) € Tic ce
qui est absurde. Comme cette famille est libre, on doit donc avoir rs < [L: K.
Supposons maintenant que e(w|v) sont infini, on particulier on peut trouver une
famille x1,...,x, telle que précédemment avec r > [L : K]. Mais on a alors [L: K] <
r < [L: K], ce qui est absurde. Donc e(wv) est fini, et de méme f(w|v) est fini. On
peut alors prendre r = e(w|v) et s = f(w|v) pour obtenir le résultat voulu. ]

Proposition 9.3 :

Soient (K,v) un corps valué complet de valuation discréte et (L,w) une extension
finie, alors [L|K] = e(w|v) f(w[v). De plus L est aussi a valuation discréte. Si lexten-
sion kr, > kg est séparable, il existe a € L tels que L = K[a,II] (ot I est une uniformi-
sante de L et le polynome minimal annulateur de a est dans O[X]) et Op = Ok|a, 1],
Kla]> K est purement inertielle, res(K[a]) = kr, K[II]> K est purement ramifiée et
v(K[II]) =TL (en fait K[a,I1]> K[a] est aussi purement ramifiée).

Démonstration. On notera dans cette preuve e pour e(w|v) et de méme pour f. Tout
d’abord par le lemme (6.8) L est un corps valué complet. De plus soit 7 une uniformi-
sante de v, comme I'f /T est fini, entre 0 et 7 il y a au plus un nombre fini de points
et donc I'r, a un plus petit élément, i.e. L est & valuation discréte. Soit alors IT une
uniformisante de L. Comme [I';, : '] =€, on a ew(II) € I". De plus, par la remarque
(6.11), I';, est monogene, il existe donc n tel que v(w) = nw(Il). Si on prend ce n
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minimal, on a alors n < e, et (tw(Il));=0..n—1 sont dans des classes différentes modulo
' (car leurs différences sont plus petites que 7). De plus, soit v € 'z, il existe m tel
que v = mw(Il) = (gn+7r)w(Il) = qu(7) + rw(Il) ot 0 < r<n et donc e=[I' : Tx] =n,
i.e. ew(Il) = v(m).

Soit de plus (@;)i=o...f-1 une base de k, >kg. Si R est un systéme de représentants
de ki alors {Z{:_OI ria; : r; € R} est un systéme de représentants de kr. Comme la
famille des (Hiﬂj)izome,l,jez verifie que w(IT*n7) = i + ejw(IT), par le lemme (6.13),
tout x € L s’écrit

oo e-1ff-1 o e-1f-1 oo ‘ ‘
> ‘ (Z Ti,j,lal)ﬂzﬂ'] = (Z Ti,j’lﬂ'g)alﬂl

i=0 1=0 \j=N

or Z;’ZN ri,j,mj € K et donc la famille & ef éléments (alHi) est une famille génératrice
de L au dessus de K et donc [L: K] <ef. Le lemme (9.2) permet alors de conclure
qu’on a bien [L: K] =ef.

Supposons maintenant que ky > ki est séparable. Soit alors o un élément primitif
de cette extension et P € kx[X] son polyndéme minimal (que 1’on choisit unitaire) qui
est séparable. Soit @ € Ox[X] unitaire tel que res(Q) = P, comme K est complet et
donc Hensélien (voir (6.9)), il existe a € Of, tel que @Q(a) =0 et res(a) = a. On peut
alors prendre a; = a’ dans la preuve précédente et on a alors bien L = K[a,II]. De plus,
on a x € O si et seulement si N > 0 mais alors Z;‘:’N ri,ﬂwj € Ok et on a donc bien
OL = OK [a, b]

Enfin, comme w(II) >0, on a res(II) = 0 et donc res(K[II]) =res(K) = kx et donc
Iextension est purement ramifiée. De plus [K[a]: K] < deg(Q) = deg(P) = [kr : ki ] <
[K[a] : K] car (ves(a)")i=o..f-1 est une famille génératrice de kz au dessus de kg. Il
s’en suit que [K[a]: K] =[kr : kx] et comme res(K[a]) = kr, c’est bien une extension
purement inertielle. Pour finir, on peut remarquer que [K[a,II] : K[a]] = e = [T :
I'x] et comme v(K[a]) = I'x car 'extension est purement inertielle, on a bien que
Ka,II] > K[a] est purement inertielle. i

Remarque 9.4 :

On remarque que dans la preuve précédente on a démoniré que si (K,v) est un corps
valué complet de valuation discréte, (L,w) une extension finie, II une uniformisante de
L et a tel que res(a) soit primitif de ki, au dessus de kg, alors la famille (a'I17) pour
0<i< f(wv) et0<j<e(w|v) est une base du K -espace vectoriel L (et une base du O -
module Or ). En effet, on démontré dans la preuve du lemme (9.2) qu’une telle famille
est K-libre (et donc Ok -libre) et on vient de démontrer qu’elle est aussi génératrice (de
L si on prend les coefficients dans K et de O si on prends les coefficients dans Ok ).

La proposition précédente permet donc de se ramener & I’étude des extensions pu-
rement inertielles et purement ramifiées.
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Lemme 9.5 :

Soient (K,v) un corps Hensélien et k>ky une extension finie séparable du corps
résiduel. Il existe alors une unique extension purement ramifiée (L,w) a isomorphisme
pres telle que kp =, k. Si de plus Uextension k> kg est normale alors L> K est aussi
normale et elle est unique (pas seulement & isomorphisme pres).

Démonstration. Soient o un élément primitif de k>kgx et P € kx[X] son polynéme
minimal (unitaire). Soit Q € Ox[X] unitaire tel que res(Q) = P et soit a € K tel que

Q(a) =0. On pose L = K[a] et on muni L de la restriction de la valuation de K
Comme P(res(a)) =res(Q(a)) =0, on a kr, 2 k (ou du moins k s’injecte dans kz, au
dessus de k), de plus ky, est engendré par les res(a;);-1..[1:x] au dessus de ki et donc
[L: K] <deg(Q) =deg(P) = [k: kr] <[kr:kr] <[L:K], ie L>K est purement
ramifié et kz 2, k. On a donc montré I'existence.

Montrons maintenant 'unicité. Soit L'> K purement ramifiée telle que krs 2, k.
Comme L' est Hensélien (c’est une extension finie d'un corps Hensélien), il existe a’ € L'
tel que Q(a’) =0. On a alors K[a'] 2k K[a] (et ils sont isomorphe en temps que corps
valués par unicité de l'extension de la valuation au dessus d’un corps Hensélien). Mais
par les méme considérations que précédemment, le corps résiduel de K[a'] est ks et
comme L'> K est purement ramifiée, il s’en suit que L' = K[a'].

Supposons maintenant que k> kg soit normale. Le polynéme P est donc scindé
dans kj, et par le lemme d’Hensel appliqué & chaque racine, () est scindé sur L. Comme
Q@ > K est engendré par une des racines de @), c’est le corps de décomposition de @) et
il est donc normal et unique. |

Corollaire 9.6 :
Soit (K,v) un corps hensélien de corps résiduel fini, alors K n’a qu’une extension
purement inertielle de degré donné.

Démonstration. Le lemme (9.5) implique que les extensions purement inertielles d’'un
corps hensélien dont le corps résiduel est parfait sont entiérement déterminées par I'ex-
tension du corps résiduel, or un corps fini est parfait et n’a qu'une seule extension finie
de degré donné, de plus cette extension est le corps de décomposition d’'un polynéme
de la forme X7 — X, elle est donc normale. a

Définition 9.7 (Polynome d’Eisenstein) :

Soient (K,v) un corps valué a valuation discréte d’uniformisante w, P € O[X]
unitiare et (a;) tels que P = Y™ ya; X", on dit que P est un polynome d’Eisenstein si
v(ay) =0, pour tout i #n a; € M et v(ag) =v(7).

Lemme 9.8 :
Tout polyndme d’Eisenstein est irréductible.

95



9. EXTENSIONS ALGEBRIQUES DES CORPS P-ADIQUEMENT CLOS

Démonstration. Soit P un polynéome d’Eisenstein, supposons que P = QR ou Q et
R € K[X]. Soient (g;) (respectivement (7;)) les coeflicients de @ (respectivement R)
et g;, (respectivement Rj)) le premier coefficient dont la valuation est minimale. On
a alors (gj,rj,) ' P = qi‘olQr;OlR et le polynome a droite de l'égalité est dans O[X].
Le coefficient dominant de ce polynome (g;,75,)"" est dans O et donc v((gi,rj,) ") >
0, i.e. v(giy) + v(ri,) < 0. Mais si on considére le ig + jo-iéme coefficient de P, on
a V(Xisjeigriy €iT5) = 0. Si i < idg alors v(girj) < v(giyrj,) et de meéme si j < jo et
donc v(qizTjy) = V(Xitjmig+jo @7j) > 0. On a donc montré que v(g;,) = —v(r;,) et donc
gicR € O[X]. Comme P = qi‘oquiOR, on peut supposer que @ et R sont dans O[X].
Mais comme res(P) = ¢X™ pour un certain c € k*, res(Q) et res(R) qui le divisent
sont aussi de cette forme et donc res(qg) = res(Q)(0) = 0 et de méme res(rg) = 0, il
s’en suit donc que le coefficient constant de P qui est ggrg a une valuation d’au moins

2v(7) ce qui est absurde. ]

Lemme 9.9 :

Soient (K,v) un corps complet de valuation discréte et (L,w) une extension finie.
L’extension L> K est purement ramifiée si et seulement s’il existe un polynéme d’Ei-
senstein P dont une racine engendre L> K, i.e. comme les polynomes d’Eisenstein sont
wrréductibles, si L est le corps de rupture d’un polynéme d’Eisenstein.

Démonstration. Comme dans la preuve du lemme (9.3), on montre que L est & valuation
discréte et que si II est une uniformisante de L et m une uniformisante de K et que
[L : K] = e alors ew(Il) = v(m) et L = K[II]. Soit alors P ¢ K[X] le polynome
minimal unitaire de II. Montrons qu’il est d’Eisenstein. Tout d’abord, remarquons que
sioe Aut(falg /K), o(II) engendre une extension isomorphe a L et donc par unicité de
I'extension de v (car K est henseélien), 'anneau de valuation de K[o(II)] muni d’une

extension w' de w a K% est 0(Opr) et son idéal maximal est o(I1O) = o(II)o(OL).
Il s’en suit donc que o(II) est une uniformisante de K[o(II)] muni de w’ et donc que
ew'(o(I)) = v(w) = ew(Il). Comme un groupe abélien totalement ordonné est sans
torsion, on doit avoir w’(o(I1)) = w(II).

Comme tous les coefficients de P peuvent s’exprimer comme des polynémes symé-
triques des racines dont les seuls coefficients sont des 1, il s’en suit tous les coefficients
de P sauf le coefficient dominant sont dans 97, or My N K = Mg et donc tous les
coefficients de P sauf le coefficient dominant, sont dans g . De plus ag est le produit
des e conjugués de IT et donc v(ag) = ew(Il) = v(7). On a donc bien montré que P est
un polynoéme d’Eisenstein.

Supposons maintenant que L soit engendré par une racine b d’un polyndéme d’Fi-
senstein P de degré n. Comme les polynomes d’Eisenstein sont irréductibles (voir
lemme (9.8)), [L : K] = n. De plus par le méme argument que précédemment, les
conjugués de b ont la méme valuation et si ag est le coefficient constant de P, alors
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nw(b) =v(ag) =v(w) et donc [I'p : T ] > n or c’est aussi au plus n et donc 'extension
est purement ramifiée. a

Lemme 9.10 (Lemme de Krasner) :

. —al . . .
Soient (K,v) un corps complet et a et b e K*® (muni d’une valuation w qui étend
v) tel que a soit séparable au dessus de K[b]. Supposons que pour tout a’ conjugué de
a au dessus de K, on ait w(b-a) >w(a’ - a), alors K[a] ¢ K[b].

Démonstration. Soit L une extension normale de K contenant a et b. Si a ¢ K[b],
il a un conjugué au dessus de K[b] et donc comme l'extension est normale il existe
o € Aut(L/K[b]) qui ne fixe pas a. Par unicité de 'extension de la valuation, on a
v(o(a)-b) =v(o(a-b)) =v(a->b) et donc v(b—a) >v(o(a)—a)=v(o(a)-b+b—-a) >
v(b-a), ce qui est absurde. On a donc a € K[b]. ]

Soit (K,v) un corps valué, on munit K[X] de la norme |¥ a; X*| = max;(v(a;)).

Corollaire 9.11 :

Soient (K,v) un corps complet et P € K[X] un polynéme unitaire irréductible
et séparable. Si G € K[X] est un polynéme unitaire de méme degré tel que |P — Q)| est
assez grand, alors G est aussi irréductible et pour toute racine o de P (dans une cléture
algébrique fizée de K ) il existe une racine  de Q tel que K[a] = K[S].

Démonstration. Montrons tout d’abord que pour tout M # oo il existe N # oo tel que
si |P - Q| > N alors pour toute racine o de P il existe une racine 8 de @ telle que
v(a—= ) > M. Soient f3; les racines de @, supposons que pour tout i, v(a — ;) < M.
On a alors v(P(«a) - Q(a)) = v(Q(«)) = v([T; = Bi) < nM ou n est le degré de
P. Mais on a aussi, si on note a; les coefficients de P et b; ceux de @, v(P(«a) -
Q(a)) =v(¥,;(aj - bj)a?) > min;(v(a; - bj)jv(a)) > |P - Q| +min;(jv(a)). On a donc
|P - Q| <nM —min;(jv(a)) ce qui est absurde si on pose N = nM —min;(jv(a)).
Notons alors «; les racines de P et posons M = max;:;(v(e; — j)) qui est bien
différent de oo car P est séparable. Soit alors N tel que dans le paragraphe précédent,
si |@ - P| > N, pour tout 14, il existe ;, tel que v(oy - B4,) > M > v(oy — o) pour
tout k # ¢. Par le lemme de Krasner (9.10), on a alors K[«;] ¢ K[f;,], mais comme
[K[B;,] + K] < deg(Q) = n = [K[oy] : K], on a K[og] = K[B),] et donc Q est le
polynome minimal annulateur de f;,, i.e. il est irréductible. g

Lemme 9.12 :
Soit (K,v) un corps complet de valuation discréte et de corps résiduel fini, alors O
est compact.

Démonstration. Soient m une uniformisante de K et (ay)nen une suite d’éléments de
O = B3(0), il suffit de montrer qu’on peut en extraire une suite convergente. On
construit b; par récurrence de telle fagon que la boule By, (b;) contienne une infinité
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d’éléments de la suite (a,) et que ces boules forment une suite décroissante. On peut
poser by = ag. Supposons que b; soit construit, par le lemme (6.12), la boule B, () (b;)
est recouverte par une union finie des boules de rayon i+1. Comme B, ()(b;) contient
une infinité d’éléments de (a,) c’est aussi le cas d’un de ces sous-boules. On pose b;,;
le premier élément de la suite aprés b; a étre dans cette sous-boule.

Cette suite vérifie que pour tout NV, si i et j sont supérieurs & IV alors b; et b; sont
tous les deux dans la boule By () (bn) et donc v(b; —b;) < N. C’est donc une suite de
Cauchy car le groupe de valeurs de K est Archimédien. Comme le corps est complet,
elle converge. O

Lemme 9.13 :
Soit (K,v) un corps complet de valuation discréte et de corps résiduel fini, alors K
a un nombre fini d’extension purement ramifiées d’un degré donné.

Démonstration. Soit Eg 'ensemble des polyndémes d’Eisenstein de degré d, par défini-
tion des polynomes d’Eisenstein, on a Eg = O* x9N x (M\M?). Comme la valuation
est discréte toutes les boules sont ouvertes et fermées et donc tous les ensembles qui
apparaissent dans ce produit sont fermés, inclus dans O, or par le lemme (9.12) O est
compact, donc ils le sont tous. Il s’en suit que F,; est compact pour la topologie produit.
Soit L> K une extension purement ramifiée de degré d, on pose Up, ={P € E: L est un
corps de rupture pour P}. D’aprés le lemme (9.9), et comme les polynémes d’Eisen-
stein sont irréductibles, les Uy, recouvrent E4. Mais par le lemme (9.11) ces ensembles
sont ouverts pour la topologie produit. Comme E; est compact, il est recouvert par un
nombre fini de Uy, i.e. il existe n extensions L1,... L, telles que tout polynome d’KEi-
senstein sur K de degré d admet ['un des L; comme corps de rupture. Quitte & agrandir
un peu n on peut supposer que tous les conjugués (qui sont en nombre finis) des L;
au dessus de K sont parmi les L;. Soit alors L > K une extension purement ramifiée de
degré d, par le lemme (9.9), c’est le corps de rupture d’un polynéme d’Eisenstein qui
admet donc un des L; comme corps de rupture. Il s’en suit que L est conjugué a ce L;
au dessus de K et donc est lui méme 'un des L;. m]

Proposition 9.14 :
Soit (K,v) un corps complet de corps résiduel fini et & valuation discréte, alors K
a un nombre fini d’extensions de degré donné.

Démonstration. Comme on ’a montré dans le lemme (9.3), toute extension finie de
K est la composée d’une extension purement inertielle et d’une extension purement
ramifiée. Soit alors n € N*. Il existe un nombre fini de facon d’écrire n sous la forme
ef avec e et f € N*. D’aprés le lemme (9.6), il existe une unique extension purement
inertielle de K de degré f. Cette extension finie est aussi compléte par le lemme (6.8)
et, comme le groupe de valeur ne change pas, évidemment aussi & valuation discréte.
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Par le lemme (9.13), ce corps a donc un nombre fini d’extensions purement ramifiées
de degré e. O

Proposition 9.15 :
. . L . —al
Soit (Q,,vp) <(K,v) une extension finie, il existe alors a € Q"® tel que K = Q,la],
que Ok = Zp[ ] et que le polynéme minimal annulateur de o au dessus de Q, soit dans

Q.

Démonstration. Soient a et II tels que K = Q,[a,1I], Ok = Zy[a,11], Q,<Q,[a] est
purement inertielle, le polynome minimal de a est dans Z,[X] et Q, <Q,[II] est pure-
ment ramifiée (cette décomposition est donnée a la proposition (9.3)). Comme Q est
dense dans Q, est que Z est dense dans Zj, quitte a remplacer a et I par des racines
de polynomes assez proches de leurs polynémes minimaux, on peut supposer que le
polynoéme minimal de IT est dans Q[X] et que celui de a est dans Z[X]. Il est alors
facile de vérifier que II est alors toujours une uniformisante.

Posons alors a = a+II. On sait alors qu’il existe un polynéme P dans Q[ X ] de degré
n qui annule a. Soit @ le polynéme minimal de a, d’apres la formule de Taylor, Q(«) =
Q(a)+1Q" (a)+3; %H’ = Q(a)+11Q"(a) +11%b ot1 b € O . Comme res(a) engendre
ki au dessus de Fp, que [kg : F,] = deg(Q) = deg(res(Q)) et que res(Q)(res(a)) =
res(Q(a)) = 0, il s’en suit que @ est res(Q) est irréductible et donc, comme F), est
parfait, que res(Q’(a)) # 0, i.e. v(Q'(a)) = 0. Il s’en suit donc que v(Q(«)) = v(II),
i.e. Q(«) est une uniformisante. Comme res(a) = res(a) est un élément primitif de
ky <F,, d’aprés la remarque (9.4), la famille o’Q(a)’, et donc la famille (o), génére
K au dessus de Q, et Ok au dessus de Z;,. Le polynome P est donc bein irréductible
et est donc bien le polynéme minimal annulateur de a. |

Théoréme 9.16 :

Soit (K,v) E pCF, alors K a un nombre fini d’extensions d’un degré donné et
elles sont toutes engendrées par un élément algébrique sur Q qui engendre ausst
Uanneau de valuation et dont le polyndme minimal annulateur au dessus de K est

dans Q.

Démonstration. On a montré aux propositions (9.14) et (9.15) que ces propriétés sont
vraies pour Q,, il suffit donc de montrer qu’elles sont exprimables au premier ordre.
Fixons alors un degré n et Py,... P, des polynémes de degré n a coefficients dans Q
tels que leurs corps de rupture sont les extensions de degré n de Q,, et qu’une de leur
racine dans un corps de rupture engendre ’anneau de valuation.

Mais les extensions finies de degré n d’un corps sont définissables de fagon uniforme
avec pour parameétres les coefficients du polynéme minimal d’un élément primitif. On
peut donc exprimer au premier ordre que dans toute extension L de degré donné il
y a un élément « qui annule un des F;. De plus on peut exprimer au premier ordre
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que 'anneau engendré par « au dessus de O est un anneau de valuation. Comme K
est hensélien, c’est donc l'unique anneau de valuation au dessus de Ok et c’est donc
forcément Oy,. O

10 Elimination des imaginaires dans pCF

Dans cette section, on reprendra les notations de la proposition (4.16) avec £ = s

p’
T=pCF9, L=LY9 et T= ACVFng. On rappelle que M est un modeéle de pCFY assez
saturé et que M est un modele de ACVFOQ » qui contient M et qui est lui méme assez
saturé.

Lemme 10.1 ((¢) dans pCF) :
Soient M' <M deuz modéles de T et ¢ € dom(M), on a alors dclg(M'c)n M ¢
aclx(M'c).

Démonstration. Comme aclz(dom(M")c) = dom(]\f’)calg d’aprés la remarque (3.3.i),
on a montré au lemme (7.1) que aclz(M'c) ndom(M) = aclz(dom(M")c) ndom(M)
est un modele de pCF. Par modeéle complétude, on a aclz(M'c)ndom(M) <dom (M) et
donc aclz(M'c)n M = (aclz(M'c)ndom(M ))<= M. Comme E(g@p est une extension

définissable de Lgl, on a donc aussi aclz(M’'c) n M <M. Enfin, comme la cloture
P

définissable ne dépend pas du modéle dans une extension élémentaire, on a bien que
delg(M'e)n M caclz(M'c) n M ¢ aclx(M'c). o

Lemme 10.2 ((ii) dans pCF) :
Pour tout A =aclpg(A)nM et cedom(M), on a aclg(Ac) = dclg(Ac).

Démonstration. D’aprés le corollaire (7.6), on a, pour tout A ¢ K(M), aclz(Ac) n
K(M) = dclg(Ac) n K(M). Or cet ensemble est un modeéle de pCF et on a donc
aclg(Ac) ¢ (aclg(Ac) n K(M))®Y = delg((aclg(Ac) n K(M))) = delg((delg(Ac) n
K(M))) = dclg(Ac). T faut cependant étendre ce résultat & des ensembles de pa-
rametres imaginaires (et pas uniquement dans la sorte du corps).

Soit A = {a; : i € K} une énumeération de A. Pour tout 4, soit ¢; € dom (M) tel que a; €
delz(e;) (qui existe par définition des sortes dominantes) et p; € Sp (M) une extension
Aut,s (M [A)-invariante de tp,(c;/A) (qui existe par le lemme (8.12)). On construit
alors (A;)iex par induction. On pose Ag = A, A;41 = A; U {b;} ou b; = p;ilaclz(A;c)
et Ay = Uj<r 4; pour tout 7 et A < k. Montrons alors, par induction, que aclg(Ac) n
delg(Aze) € delg(Ac). Le cas i = 0 est évident et pour A limite, aclg(Ac) ndelg(Axe) =
Ui<x aclz(Ac)ndelz(A;c) € delg(Ac). Reste alors le cas successeur. Soient a € acly(Ac)n
delg(Aivc) et o € Autp(M [Aic). Comme a € delg(Aivic), il existe oz, y,z] € La,
telle que a est définit pas ¢[z,c, biy1]. Comme a € aclg(Ac) € aclg(A;c), il s’en suit
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que @[a,c,z] € pis1|aclz(A;c) et comme p;yq est Auty (M [A)-invariant et que o(a) €
aclg(Ac), on a aussi g[o(a),c, z] € pi+1]aclg(Aic) et done M = p[o(a),c,biv1]. Il sen
suit donc que o(a) = a et donc que a € dclz(A;¢). On a donc aclg(Ac) ndelg(A41¢) €
aclg(Ac) ndelz(A;c) € delg(Ac).

Pour tout 7, a; € dclz(b;) et donc, comme b; € dom(M), A ¢ del(Axndom(M)). On
a alors aclg(Ac) ¢ aclg(Ax ndom(M)e) ¢ delg(Ax ndom(M)e) € delg(Age). Tl s’en
suit donc que aclg(Ac) = aclg(Ac) ndelg(Age) € delg(Ac). i

Lemme 10.3 ((iii) dans pCF) : s
Soit e e dclz(M) € M, il existe alors e’ € M tel que tout automorphisme de M qui
laisse M globalement fize, fize e si et seulement si il fize €.

Démonstration.

Supposons pour commencer que e € K(M). D’aprés la remarque (3.3), comme
K (M) est Hensélien et qu’on est en caractéristique nulle, K (M) est dclz-clos. On a
donc e € K(M).

Si maintenant, e € K (M), comme e € delz(M) < aclz(M) et que aclz(M) &
ACVFg’p (Ia preuve est similaire a celle du lemme (10.1) dans le cas de pCFY), il s’en
suit que e a une base dans aclz(M). Il existe donc une extension finie K'(M) <L, telle
que e ait une base dans L. Soit m = [L : K(M)]. On sait par le théoréme (9.16),
qu’il y a un nombre fini d’extensions de degré m au dessus de K(M). Soit alors L’
I'union de toutes ces extensions. L’extension K (M) <L’ est toujours finie et si o est
un automorphisme de K (M) qui fixe globalement K (M) alors il fixe globalement L.
En effet, si a est algébrique de degré m au dessus de K(M), alors o(a) aussi et donc
o(a) € L'. On a donc o(L') € L' et comme ces deux extensions sont de méme degré,
elles sont égales. Quitte a remplacer L par L', on peut donc supposer que L vérifie
cette méme propriété que tout automorphisme de K (M ) qui fixe globalement M fixe
globalement L.

Soit alors a € @alg tel que L = K[a], que Of = Og[a] et dont le polynéme minimal
annulateur est dans Q. On connait 'existence d’un tel a par le théoréme (9.16). Ce a
permet donc de définir une bijection f, : L - K™ qui induit une bijection f : L" —
K™ . On pose alors €' = fJ'(e). Comme Op, est un Ox-module libre de rang m (la
famille des a’ en est une base), s est un O module libre de rang mn. 11 est facile de
voir que f' est un isomorphisme de Og-modules et il s’en suit donc que €’ est bien
dans Spn(M).

Si a’ est un conjugué de A au dessus de Q, comme le polynéme minimal annulateur
de a au dessus de K(M) est dans Q, c’est aussi le polynome minimal annulateur
au dessus de Q et donc a et a’ sont conjugués au dessus de K. Il existe donc o €
Aut(L/K(M)) un automorphisme de corps, qui envoie a sur a’. De plus, comme e et
e’ e dclz(M) (a vrai dire on a méme e’ € M), ces deux points sont fixés par o et donc
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f(f(a)(e) =¢’. 1l s’en suit donc que tout automorphisme de M qui fixe globalement M
fixe globalement f, et donc fixe e si et seulement s’il fixe €’.

Pour ce qui est des e € T, (M), on peut procéder de la méme maniére ou remarquer
que si L est un extension finie de K(M) telle que s = 7,(e) a une base dans L alors
comme la valuation de K (M) est discréte, celle de L aussi et donc, si II est une
uniformisante de L, My s = IIs est toujours un réseau de L. Par le lemme (5.2), ses
translatés (dont e) codés dans Sp+1(L). Soit alors s’ € Sp11(L) qui code e. Comme on
a déja traité le cas des réseaux, on peut trouver €’ tel que tout automorphisme de M
qui fixe globalement M fixe s’ si et seulement si il fixe e’. Mais comme il fixe s’ si et
seulement si il fixe e, on a bien le résultat voulu. a

Lemme 10.4 ((iv) dans pCF) :
Tout sous-ensemble X M -définissable inclus dans dom(M) a un code dans M.

Démonstration. Soit x un code de X dans M. On pose A = aclg(z) et B = B(A).
D’apres le corollaire (8.10), pour tout ¢ € dom(M), on a tp(c¢/B) = tp(c/A), en
particulier, tous les types sur B impliquent soit X soit -X. Il s’ensuit que X est laissé
invariant par les automorphismes de M*°? qui fixent B et donc, par compacité, X est B-
définissable. On a donc montré que X a un code faible, mais on sait que les ensembles
finis sont codés par le lemme (4.17) (et le lemme (10.3)) et donc le lemme (4.10)
permet de conclure. O

Théoréme 10.5 :
La théorie pCFY élimine les 1Maginaires.

Démonstration. Le théoréme suit (presque) de la proposition (4.16) et des lemmes
(10.1) a (10.4). Il reste encore & démontrer que le (v) est vrai dans Q,,. ]

Enfin on peut remarquer que les torseurs ne sont pas nécessaires. Comme on a vu
dans la preuve du lemme (10.3), pour tout s € S, (M), M s est en fait un réseau et ses
translatés sont donc codés par des éléments de Sp41(M ), par le lemme (5.2).
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