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1 Théorie des codes

1.1 Principe

Un code correcteur sert a assurer une transmission ou un stockage d’information par un canal
ou support qui pourrait la détériorer. Ils sont utilisés notamment lors de 1’échange de données sur
internet, sur réseau mobile, ou lors du stockage de données sur un disque DVD. L’idée est de rajouter
judicieusement un certain nombre de redondances afin de pouvoir retrouver le message initial si
celui-ci a été légérement altéré. Le nombre de redondance dépendant de la fiabilité du support et du
besoin de correction : une sonde spatiale en utilise beaucoup pour transmettre des données, tandis
que le protocole http se contente d’une simple détection d’erreur, préférant redemander le message
au serveur plutot que de le corriger.

Disons que nous voulons transmettre le message suivante :

"Le cheval blanc d’Henri 4"
Le code le plus simple est celui de répétition, on c’est-a-dire que ’on transmet
"Le cheval blanc d’Henri 4Le cheval blanc d’"Henri 4"

Cependant, si une erreur se produit, on est incapable de dire a priori si la premiére répétition ou la
deuxiéme est la bonne :

"Le cheval blanc d’Henri 4Le cheval blanc d’Henri 5"

Ce code ne permet donc pas de corriger d’erreurs. Des codes plus complexes permettent d’obtenir de
bien meilleurs résultats (exemple de code de Reed-Solomon)

"o&Ob%&Le cheval blanc d’Henri 4"
Ce code rajoute 6 symboles de controles, et peut corriger jusqu’a 5 erreurs. Ainsi si le décodeur regoit

" odOb%&Le cheval rouge d’Henri 4"
ou
"0eOb%&Le ji/\eva®) blanc d’Henri X"

Il pourra retrouver au message initial. Ce code est donc plus efficace que le précédent : il insére
nettement moins de symboles (6 et non 25) et peut corriger 5 erreurs.

L’objectif de I’étude mathématique des codes correcteurs est de trouver des solutions optimales
(comment corriger un maximum d’erreur) a partir d’une longueur de message a transmettre ou d’un
nombre de symboles ajoutés fixé.

1.2 Deéfinitions générales

Caractéristiques d’un code : afin de formaliser la notion de code correcteur, nous utiliserons les
définitions suivantes :
— L’alphabet est un ensemble fini de symboles avec lequel sont écrits les mots du code. On
prendra pour alphabet [F,, un corps fini a ¢ éléments muni des opérations somme et produit.
— Le message A est une liste de k symboles a transmettre, on ’assimile & un élément de IF’;
— L’encodeur est un algorithme qui transforme le message A en un mot du code C' de longueur
n comportant des redondances. On l'assimile & une fonction injective enc : IF’; — Fy
— Le code est I'ensemble des mots possibles : C = {enc(B), B € ]F’;}
— Le mot regu D € F est une version potentiellement corrompue du message émis D = C+E,
avec F les erreurs introduites.



— La distance de Hamming entre deux mots C, Cy noté d(Cy, Cy) est le nombre de symboles
distincts entre C, Cs.
On appelle poids la distance au mot nul : w(C) = d(C, 0)

On introduit alors les grandeurs suivantes pour caractériser un code

— ¢ le cardinal de 'alphabet (nombre de symboles distincts)

— k la dimension d'un code (la longueur du message initial)

— p le nombre de symboles de controle

— n =k + p la longueur d’un mot du code

— la distance minimale d’un code dy;, = min  d(cq, ¢2)
(01, 82) (S C2
c1#c2
On condensera toutes ces notations en disant que C est un code (n, k, dmin),-

Le décodeur est un algorithme qui retrouve C' a partir de D = C' + E si F est de poids assez
faible. On Passimile & un une fonction dec : F — F¥ vérifiant VA € F¥, dec(enc(A4)) = A et

VA e F* VE € F*, w(E) < {%J = dec(enc(A) + E) = A

Proposition 1 : (Propriétés de la distance de Hamming)
La distance de Hamming est symétrique et vérifie pour tout (cy, co, c3) € (A™)3 :

d(c1,c2) = d(e1 — 2,0) = w(ep — ¢2) (1)
d(cy, o) +d(eg, e3) = d(e, e3) = [d(er, e2) — d(ea, e3))| (2)
Démonstration : notons ¢; = (aq,...,ay), ca = (B1,...,0,) et ¢ = (71,--.,7). On a alors

d(ch 02) = Z(l - 6041'751')

=1

ol ¢ est le symbole de Kronecker. On sait que pour tout i € [1, n], da, 8, = 08,0; = Oa;—p;,0 A0 la

symétrie et le premier point.

Soit i € [1, n],

Cas 1 : 04, = 0, alors oy # 7; donc a; # B; ou 7; # B;. donc 6, 3, = 0 ou 4, 5, = 0. Ce qui donne
(1 - 5%751‘) + (1 - 5%'7@‘) = 1et |(1 - 5041'7/31') - (1 - 6%351‘)' < 1 donc

|(1 - 5041'7/31') - (1 - 6%351‘)' < (1 - 5%'7%') < (1 - 5041',51') + (1 - 5%'7/31')

Cas 2 : 04, = 1. On a évidemment (1 — dq, ;) < (1 — 0y ) + (1 — 0o, 51)
Si o = B alors v; = f; donc [(1 — da,5,) — (1 — 0, ﬁz)| (0) = (0)] =
Si a; # B alors v; # B3; donc ‘(1_5%7/31')_(1 ’Yzﬁz) |( )_( )‘ _0
En sommant sur ¢, on obtient |d(cy,ce) — d(cs, c3)| < d(eq,e3) < d(eq, ) + d(co, c3) O

1.3 Codes correcteurs

Code t-correcteurs : soit t > 0, notons C € P(A") un code sur 'alphabet A. Pour chaque mot
¢ € C du code, on définit ’ensemble

E(e,t) ={aec A" /d(c,a) <t}

. C’est une boule de centre c et de rayon ¢ (au sens de la distance de Hamming).
— C est t-correcteur si les ensembles (£(c, t)) <c sont disjoints.

— C est parfait si les ensembles ( c, t)) forment une partition de A"

ceC

3



Si C code t-correcteur, on peut attribuer a chaque élément de A™ distant de moins de ¢ du code un
unique mot du code le plus proche. Si C est parfait, alors tout élément de A" admet un unique mot
du code le plus proche.

@ Autres mots

= Inversion d'un bit

Fy — ]F%
[lustration des ensembles & (¢, t) pour le code 1-correcteur parfait Hamming (3, 1) : enc : 0 — 000
1 - 111

Proposition 2 :
Soit C un code possédant ¢* éléments sur [y, t un entier positif et ¢ € C. On a

t
_ _ n 1\2 n 1\ — n 1\
L. #&(c, t)=1+n(¢g—1)+ <2)(q D*+...+ <t>(q 1) ;:; (E)(q 1)
2. si C est t-correcteur alors #&(c,t) < ¢"F

3. si C est parfait alors #& = ¢"*.

Démonstration : pour construire un élément d de £(c,t), de maniére unique :

1. on choisit ¢ € [0, t] la distance de Hamming entre d et ¢ :
2. on choisit I'emplacement de ces ¢ coefficients distincts : (Z) possibilités.

3. on choisit la valeur de chaque coefficient : (¢ — 1) possibilités pour chaque (n’importe quel
éléement de A différent du coefficient correspondant de c), donc (¢ — 1) en tout.

t
En sommant, on obtient #&(c, t) = Z (Tg) (¢ — 1)~

=0

Si le code est t-correcteur, alors U E(c,t) C A" est une union disjointe (avec égalité si C est
ceC

t

n

parfait), donc en passant aux cardinaux Z Z ( 6) (g —1)" < ¢" (avec égalité si C est parfait), or
ceC (=0

t
n
#C = ¢*, on obtient alors : Z (6) (¢ —1)" < ¢" 7" avec égalité si C est parfait. H
=0

Proposition 3 :
Soit C un code de distance minimale d,y;, > 1. Alors

min

dmin -1 . y
C est 5 -correcteur mais n'est pas 2

1
J + 1-correcteur.
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2
Soit (c1, ¢z) € C%, montrons que E(cy, t) N E(cy, t) = 0. Soit h € E(cy, t). On sait que d(h,c;) < t.

1 p— |
D’apréS ]’inégalité d(h, 02) 2 d(Cz,Cl) — d(h’cl) on a d(h702> > dmin . \fimu; J > \fimmz J

dmin - ]-
Démonstration : Posons ¢ = {—J .

donc h ¢ E(ca, t). Les ensembles sont disjoints.

Il existe (c1,c2) € C? tel que d(cy,cz) = dmin. Donc en modifiant ¢ + 1 symboles de ¢; différents de
ceux de ¢y en symboles de cg, on obtient un mot h de distance t + 1 de ¢; et moins de ¢t + 1 de
co. Donc h € E(cy,t +1) N E(ca,t +1). Le code n’est pas t + 1 correcteur. O

1.4 Codes linéaires

Code linéaire : un code C est dit linéaire de longueur n et de dimension & sur 'alphabet A si C
est un sous-espace vectoriel de A" de dimension k. En pratique A = F, est un corps fini (et donc A"
est un F, espace vectoriel de dimension finie n).

Matrice génératrice : soit G € M, ,(F,). On dit que G est une matrice génératrice du code
linéaire C lorsque la famille des colonnes de G est un base de C. Ainsi G est de rang k et x — Gz est
une fonction d’encodage possible.

Matrice de contréle : [} est muni du produit scalaire usuel (la somme des produits des coordon-
nées). Comme [y est de dimension finie, il existe un unique sous-espace vectoriel C* de dimension
n — k. Notons H € M,, ,_,(F,) une matrice génératrice de C*, appelée matrice de controle.

Proposition 4 :
Soit C un code linéaire. Il existe une matrice de controle H et une matrice génératrice G. De plus,
pour toute matrice de contrdle H et pour toute matrice génératrice G on a :

1. ' HG =0

2. Vo eFy, v €C'Hr =0

Démonstration : C étant un sous-espace vectoriel non-nul de Fy, espace de dimension finie, C est
de dimension finie. Donc il existe une base de C, et donc une matrice G. De méme il existe un
supplémentaire orthogonal de dimension finie, et donc une base de ce supplémentaire.

'HG = 0 car les coefficients du produit correspondant au produit scalaire d’une colonne de H,
donc d’un vecteur de C* est d’une colonne de G (vecteur de C).

Soit « € F7. on note (cy, ..., ¢,) € (F7)" ¥ les colonnes de H, c’est une base de C*. On a les
équivalences suivantes :

reCeae(ChH)t
s Vee (CH), (z,¢) =0
eVie[l,n—k], (¢, z)=0
S Hr =0 [l

Proposition 5 : (Distance minimale d’un code linéaire)
Soit C un code linéaire. La distance minimale d,,;, entre deux mots de C vérifie :

dpin = min_ w(c)
ceC\{0}
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Démonstration : on a par définition :

dwin = min  d(c;,c;)  or pour tout (a,b) € A% d(a,b) = d(a — b,0)

(c1,c2) €C?
c1#c2
= min d(c; —c,0)= min w(c; — ¢3)
(c1,¢2) ec? (c1,¢2) ec?
c17#c2 c17#c2

le code étant linéaire, tout différence de mots du code est un mot du code et tout mot du code peut
s’écrire sous la forme d’un différence : {c; — co, (c1,02) € C? /¢y # o} = C \ {0}.

On a alors dyi, = min w(c) O
ceC\{0}

Définition : On définit la borne de Hamming d’un code ¢-correcteur par :

Wzi(?)(q—l)"

i=0
avec ¢ le cardinal de I’alphabet, et n la longueur d’un mot du code.

Proposition 6 : (Majoration de Hamming)
Pour tout code C t-correcteur, on a la majoration suivante :

n

q
c<L
# Vi

avec ¢ le nombre de lettres dans 'alphabet du code et V; la borne de Hamming du code.
Démonstration : C’est une reformulation de la proposition 2 n

Proposition 7 :
Un code est parfait si et seulement si sa borne de Hamming est atteinte.

Démonstration : Le sens direct a été montré dans la proposition 2.

Soit C un code t-correcteur. Montrons que si sa borne de Hamming est atteinte, C est un code
parfait. Soit B = {a € A" /3c € C,a € E(c,t)} 'ensemble des éléments de A™ appartenant a une
boule de rayon t centrée en un mot du code. Alors on a exactement #B = #C x V, les boules étant
disjointes puisque le code est t-correcteur. On a alors #B = ¢" = #A" puis B = A", ce qui montre
que le code est parfait. O

2 Structure de corps finis

2.1 Construction des corps finis
2.1.1 Corps premiers

Construction : soit p un entier naturel non nul. La relation de congruence modulo p est une
relation d’équivalence qui permet de construire ’ensemble Z/pZ = {Cl(z),x € Z}. Cet ensemble est
composé de p éléments : les classes des entiers de 0 & p — 1 notées 0, ..., p. On définit les opérations
+ et x dans Z/pZ par :

— Y(a,b) € (Z/pZ)?, a+b=a+0b

— Y(a,b) € (Z/pZ)?, a xb=axb
Ces opérations sont bien définies car, pour (a,b, c,d) € Z*sia = ¢ [p] et b = d [p] alors a+b = c+d [p]
et ab = cd [p]



Proposition 8 : (Structure de (Z/pZ, +, X)) B B
L’ensemble (Z/pZ, 4+, x) est un anneau commutatif d’élément neutre 0 pour 'addition et 1 pour le
produit. De plus (Z/pZ, +, x) est un corps si et seulement si p est premier.

Démonstration : soit (a,b,c,d) € (Z/pZ)*
Groupe commutatif (Z/pZ, +) : elle s’hérite de la structure de groupe commutatif de (Z, +) :
Associativité : (a +b)+c=a+b+c=a+b+c=a+b+c=a+(b+c)

Commuta;tivize.a—i-b: —i—b:b—l;a o
Neutre: 0 +a =0+ a :_aetdonc_a—f—Oza

Inversibilité : a + —a = —a +a =0

Anneau (Z/pZ, +, X) :

Associativité : (a xb) xc=axbxc=axbxc=axbxc=ax (bxc)
Distributivité : (a +b) x (c+d)=a+bxc+d = (a+b)(c+d) =ac+ ad + bc+ bd
=ac+ad+bc+bd
Neutre : ExT—a l=aetlxa=a
Commutativité : a x b =axb=0b x a
Supposons p premier et a;é()[] l existe € [1, p— 1] tel que @ = x. x < p et p est premier, donc

x Ap=1. D’aprés le théoréme de Bezout, il existe (u,v) € 72, ux +vp = 1.
ur+vp=1,orp=0etxz =a,onadoncav =1 etva—av—l
Supposons p non premier.
Cas1:p=1. Alors0=1[p] donc 0 =1, 0 x
un corps.
Cas 2 : p > 2. p est non premier, donc p 3. 1l existe (u,v) € [2, p— 1]] tel 1 que wv = p, donc

0 =1 donc 0 € U(Z/pZ). Alors Z/pZ n’est pas

uv = 0. Si Z/pZ est un corps alors u et v ! existent. Onav w wo =v v =1 or
v u wv=v w 0=0doncT =0.O0n en déduit 0 x 0 = 1, clest-a-dire 0= 1 [p]. p| 1

et p € N* donne p =1 O

2.1.2 Corps de Galois

Construction : soit p un nombre premier et n € N*. On notera F, le corps Z/pZ. Soit P de F,[X]
de degré n. On définit la relation = par V(A, B) € F,[X], A= B < P | (A — B). C’est une relation
d’équivalence. On pose alors F,[X|/P I'ensemble des classe d’équivalences. Il contient p™ éléments :
les classes des polynomes de F,, , 1[X] (qui est un F, espace vectoriel de dimension n). On note A
la classe de A. Similairement & la congruence sur les entiers, on définit les opérations :

— Y(A,B) € (Z/pZ)*, A+ B=A+B

— Y(A,B) € (Z/pZ)?, Ax B=AxB
Elle sont de méme bien définies : pour (A, B,C, D) € F,[X]* tel que A = B et C = D, on sait que
(A+C)=(B+D)et (AC) = (BD)

Proposition 9 : (Structure de (F,[X]/P, +, x)) B
L’ensemble (F,[X]/P, +, x) ainsi défini est un anneau commutatif d’élément neutre 0 pour I'addition

et X0 pour le produit. De plus (F,[X]/P, 4+, x) est un corps si et seulement si P est irréductible
dans F,[X].

Démonstration : la structure d’anneau commutatif s’hérite de celle de F,[X]

Supposons P irréductible dans F,[X]. Soit A € F,[X]/P\ {0}.
Il existe C € F, , 1[X] tel que A = C. degC' < deg P et P est irréductible donc C' A P = 1.
D’aprés le théoreme de Bezout, il existe (U,C) € F,[X]*, UC + VP = 1.
UC+VP=1, 00 P=0etC =A,onadonc AV =1et VA=AV =1

Supposons P non irréductible dans Fp[X]. Il existe (C, D) € F,[X] non constant tel que CD = P.

On a alors CD = 0. Si F,[X]/P est un corps alors C et D existent,et D 'C CD =1
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or CD=0doncD 'C 'CD=0.0nal= 0, donc 0 € U(F,[X]/P), d’ott F,[X]/P n’est pas
un corps. O

Proposition 10 :
Soit p premier et n > 2 entier. Le polynome X?" — X € F,[X] est égal au produit de tous les
polynomes irréductibles unitaires de [F,[X] dont le degré divise n.

Démonstration :

Soit P € Fp[X] irréductible de degré d divisant n. Le corps F,a = F,[X]/P existe. On sait que
le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique d’apres la proposition 13. Il existe donc un
élément A € (F,[X]/P)\ {0} générateur de ((F,[X]/P)\ {0}, x).

X # 0 donc il existe i € [[1, p?]] tel que X = A
d

X" = ([A") =A'=X.Orp|ndonc X" =X, P divise X" — X.
X]/P — F,[X]/P

Soit P un diviseur irréductible de F,[X] de degré d. Posons f : { | . oy P

Soit (@,b) € (F,[X]/P)? f(a+b) = (ab)? = @b’ = f(a)f(b) et

p .

f@+0b) = (a+bP= Z (p) @b’ or p premier donc p ‘ (p) d’ou (p) = 0 dans [F),
i i i

i=0
fla+b) =a +b" = f(a)+ f(b)
f est donc un endomorphisme de corps. o ~ ~ o _
Supposons f(a@) = f(b), f(@—b) =0,sia—0b#0 alors f((@—b)~")f(@a—0b) = f(1) = 1" =1
absurde 0 non inversible. @ = b, f est injective, et donc surjective (le corps étant fini).
f est un isomorphisme de corps, donc son itérée n-iéme f" est également un automorphisme de
corps. On admet que l'ensemble des points fixes de f™ est un sous-corps K de F,[X]/P.
Or_yp — X est un multiple de P dans F,[X]/P donc X° = X.Ona f*(X) =X ce qui revient
a X € K. K est stable par + et x donc on peut reconstruire tout F,[X]/P a partir de X et 1,
tous deux éléments de K. D’ot I'égalité K = F,[X]/P. B -
Il existe A un élément d’ordre p? — 1 de (F,[X]/P \ {0}, x). A € K, donc f"(A) = A. On a
A" =7 donc p?—1]p" —1, dou d divise n.

Montrons qu’il n’y a pas de facteur double. Soit P € F,[X] unitaire tel que P? | X?" — X. Il existe

C € F,[X], P?C = X?" — X. Ce qui en dérivant donne P(P'C+PC") = p"X?" "t —1 or p" = 0 [p]
donc P|—-1,P=1 O

Proposition 11 : (Existence de F.)
Soit p un nombre premier et n € N*. Il existe un polynéme irréductible P de F,[X] de degré n, et
donc un corps fini de cardinal p”.

Démonstration : On a déja montré que s'il existe un polynoéme irréductible de F,[X] de degré
n, alors il existe un corps fini a p" éléments. On note m,(p) le nombre de polynémes irréductibles
unitaires de F,[X] de degré n. Soit p un nombre premier. Montrons par récurrence forte sur n € N*.

H(n):"1<my,(p) < %”

Initialisation : n = 1. les polynomes irréductibles de degré 1 sont les (X — p),er, -

Donc my(p) = #F, =p. ona bien 1 < p < ”Tl

Héredité : soit n > 2, supposons que pour k € [1, n — 1], H(k) vraie.

On sait que X?" — X = H ( H P ) ou Gy ={P €F,[X]/ P irréductible et deg P = s} et

SEDN (n) PGGS



Dn(n) est 'ensemble des diviseurs positifs de n.
Ce qui donne en passant au degré : p" = Z sm(p).

s€Dn(n)
n divise n donc p" = Z sms(p) + nm,(p) pour s < n tel que s | n on a par hypothése de
s€Dn(n)\{n} .
récurrence mg > 0 d’ou la majoration m,(p) < P
n
. o2l 2]+ _ 4
De plus p" — nm,(p) = Z smy(p) < £ < p® = p—l (p # 1 car p premier).
S —
L JSEDN(n)\{n} s€Dn(n)\{n} s=0 p L J
]l . n_ |2+
On a par ailleurs p—l < poJ 1 d’ot la minoration m,,(p) > p—pP7
p— n

p et n sont supérieurs ou égaux a 2 donc n > {gJ +1, d’ou p” —pL%J 1> 0. mp(p) > 0 or my,(p)

est entier. my,(p) > 1

Conclusion : pour tout n € N*, il existe un polynéme irréductible de F,[X| de degré n et donc un
corps fini de cardinal p"™ m

2.2 Propriétés des corps finis

Proposition 12 :
Dans un groupe commutatif, ’ensemble des ordres des éléments est stable par ppcm

Démonstration : Soit (G, ) un groupe commutatif, et (z,y) € G. On note m, n les ordres respectifs
de z et y, alors ppcm(m, n) est U'ordre de x - y. ]

Proposition 13 :
Soit K un corps fini commutatif. Alors (K*, x) est un groupe cyclique.

Démonstration : Montrons pour cela qu'un corps fini commutatif est un anneau intégre. Pour tout
a € K*, les applications x — a~! - x et  +— a - x sont réciproques I'une de 1'autre, donc bijectives.
On a donc pour tout (a,b) € K2 a # 0 :

a-b=0&sbecker(r—a-z)=b=0

Par le caractére commutatif, la propriété pour b - a est également vérifiée, ce qui donne que K est un
anneau integre.

On note w(K) le ppem des ordres des éléments de (K, x). Alors w(K) < #K, puis w(K) = #K
car K est un anneau intégre. Or ’ensemble des ordres des éléments d’un groupe commutatif est stable
par ppem. Il existe donc o € K tel que son ordre soit w(K). On a donc (e, a,a?,...,a#%"1) C K,
puis par égalité des cardinaux, K = (o*)o<icsx- O

3 Codes de Hamming

3.1 Théorie

Principe du code : Le code de Hamming est un code linéaire permettant de transmettre des
messages. Le code prend en argument deux paramétres : n, la longueur du code et k, la dimension
du code tel qu’il existe » > 2 tel que : n = 2" — 1 et k = 2" — r — 1. Le message a transmettre
est découpé en paquets de n bits et I'information & transmettre est codé sur k bits. Chaque bit est
un élément de 'ensemble {0,1}. Le code de Hamming permet de détecter jusqu’a deux erreurs, qui
auraient lieu lors de la transmission du message, mais ne peut en corriger qu’'une seule.



Principe d’encodage : Le message a transmettre est découpé en paquets de n bits. L’information
a transmettre est codé sur k£ bits. Les bits correspondant a des puissances de 2 sont utilisés pour
controler le message transmis. On peut alors ajouter un bit de parité pour pouvoir déceler d’éven-
tuelles erreurs de transmission. Ce bit de parité est ajouté de telle sorte qu’il y ait un nombre pair
de 1 par paquet de n bits.

Les bits de controle complétent la parité de 'ensemble des bits d’information dans lesquels ils appa-
raissent dans la décomposition en base 2. Ainsi, pour un message codé sur 7 bits, le bit de contréle
1 controle la parité des bits 3, 5 et 7, le bit de controle 2 controle la parité des bits 3 ,6 et 7 et le
bit de controle 4 celle des bits 5, 6 et 7. Grace a ces bits de contrdle une erreur commise lors de la
transmission peut étre détectée et corrigée.

Positiondes | 2° | 2! | 3 [ 22| 5 | 6 | 7 |23 | 9 |10 |11 |12 |13 | 14 | 15 | 2* | 17 | 18
bits P1 | P2 | di | p3 | do|d3s|dy|pa|ds|ds|d7|ds|do|dig|dir|ps|di2| dis
P1 X X X X X X X X X
Bits D2 X | X X | x X | X X X X
de D3 X | x| x| x X | X | x b
parité | p4 X | x| x| x| x| X X X
P5 X X X

TABLE 1 — Répartition et symboles controlés par les bits de parité du code de Hamming

dy...dyr_,_1 est le message initial et p;...p, sont les symboles ajoutés. Le mot du code est
alors la deuxiéme ligne du tableau : pypodipsdads . . .. Les croix indiquent les bits controlé par chaque
symbole de controle.

Proposition 14 :
Le code de Hamming est linéaire de distance minimale 3.

Démonstration : La somme de deux bits de controle correspond a la parité de la somme des
symboles qu'’ils controlent, ce qui justifie la linéarité (dans Fs, la multiplication externe est par 1 ou
par 0). On peut donc appliquer le résultat de la proposition 5) :

dmin = min_ w(c)
cec\{0}

Soit A € F% un message non nul. On pose B € F} le message codé de A par le code Hamming (n, k).

Cas 1 : A posséde un nombre supérieur ou égal a 3 de bits non nuls
Alors w(B) > 3
Cas 2 : A posséde deux bit non nuls b; et by
Il existe au moins 1 bit de parité ne codant pas pour b; et pour bs.
Ainsi, w(B) > 3
Cas 3 : A posséde 1 unique bit b non nul
Alors, il existe o et 1 < 8 < 2°7! tel que : b soit le (2% 4 8)"™ bit du message codé. Donc, il y
a au moins deux bits de parité codant pour ce bit.
Ainsi, w(B) > 3
Donc,
min w(c) =3
cec\{o}

Le code de Hamming est donc de distance minimale 3.
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Proposition 15 :
Le code de Hamming est un code parfait.

Démonstration : Pour le code de Hamming (7,4), on a :
(7
i ; (@)( ) =1+
De plus :
27 128
—=—=16
Vi 8
et
#CO = #F; =2 = 16
On a le cas d’égalité dans la majoration de Hamming dans d’apreés la proposition 7 le code de
Hamming est un code parfait. O

Proposition 16 :
Tout code binaire linéaire parfait de distance minimale 3 est un code de Hamming
Démonstration : Soit C(n, k) un code binaire linéaire parfait tel que : d;,,(C) = 3.
Soit ¢ € C et a € {0,1}™ tel que d(c,a) < 1.
La distance entre 2 mots du code est supérieure ou égale a 3. Donc il n’existe pas d’autre mot ¢’ du
code tel que d(c,a) < 1.
C est donc 1-correcteur parfait.
Ainsi, V; x #C = (n+ 1) x #C = 2"
(n + 1) est un diviseur de 2", donc il existe r tel que : n + 1 = 2", soit n = 2" — 1. Or, entre 1 et
2" — 1,1l y a r puissances de 2.
n = 2r—1
{ k= 2n—r—1

On a donc :
C est donc un code de Hamming. O]

3.2 [Encodage : I’exemple du code de Hamming (7,4)

Codage du message : On pose A la matrice du message telle que :
dy
A= Zz avec (dy, dy, ds,dy) € )
dy

On a:
F3 — T}
enc :
dydadsdy —  didadsdapipaps

avec pp la parité de dy, ds et dg, po la parité de dq, ds et dy, etps la parité de ds, ds et dy

La matrice génératrice du code est G telle que :

D

Il
OO OO ==
OO, B~k OO
O O, OO
—_— O O Rk O -

11



Le message codé est la matrice B: B=G - A

On a donc :

[ di+dy+dy ] [ p1 ]

dl + d3 + d4 D2

dy dy

B = d2 + d3 + d4 = D3

dy dy

d3 ds
L d4 . L d4 .

Vérification des erreurs : On pose H la matrice de controle :

H =

— o O
O = O
=)
O O =
— O

1
1
0

—_ = =

(il s’agit en fait de la table 1).

On note D le message recu. Si H - D = 0, alors il n’y a pas d’erreur.

Démonstration : En effet, on a :

d1 p3+d2+d3+d4 0
P3 = p2+d1+d3+d4 ES 0
dg p1+d1+d2+d4 0

H-B=

— O O
O = O
= O
OO =
=
O ==
— =

]

En cas d’erreur, on a D = B+ E;, avec i € [1, 7], i correspondant a ligne ot se situe le bit altéreé.
Ainsi, H- D = H - E;. S’il n’y a qu'une seule erreur, on peut donc détecter ou elle se situe et la
corriger.

Démonstration : Avec la matrice de controle, il est possible de déceler quel bit a été altéré. Par
exemple, pour F; on a :

Bh
0
0001111 0 0
H-Er=10110011 01=10
1010101 0 1
0
_0_
De la méme facon, on obtient :
0 0 1 1 1 1
H-E=|1|HFE=|1|HE=|0|,HE=|0|,HE=|1| HE=|1
0 1 0 1 0 1
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On remarque que H - E; correspond a I’écriture binaire de .
On peut donc corriger le signal recu. O

Si deux erreurs sont commises, on peut détecter leur existence mais il est impossible de les corriger.

Démonstration : Soit (i,7) € [1, 7]° tel que i # j, alors : E; + E; € {F), ..., B}

L’erreur peut donc étre détectée. Cependant, il est alors impossible de corriger ces erreurs, ni méme
de savoir qu’il y a eu deux erreurs lors de la transmission, d’ou l'intérét de I'ajout d’un 8éme bit
controlant la parité de ’ensemble de 1'octet. O

Décodage : La matrice de décodage est R tel que :

0010000
R:0000100
0000O0OT1O0
000O0O0O01

Elle permet d’extraire les bits d’information, en oubliant les autres, d’ou la forme de pseudo matrice
identité. Le message recu corrigé est égal a B. Et on a bien :

D1
0010000 52 d,
10000100 o de |
BB=1V4g090001 0 23_d3_A
00000O0°1 2 dy
ds
_d4_

4 Codes de Reed-Solomon

Paramétres : On prendra pour alphabet un corps fini de caractéristique ¢ premier : Fym. Le code
de Reed-Solomon est défini par deux parameétres (n, k) € N? :
— k est la longueur du message initial
— n est la longueur du mot du code (message et redondance)
On pose de plus p = n—k le nombre de symboles de controle, et m tel que ¢"* —1 = n. Ces parameétres
doivent vérifier :
n=k+p=q"—1

Le message de longueur n est constitué de k& symboles d’information et de p symboles de controle,
d’ou n = k + p. L’égalité n = ¢™ — 1 est nécessaire pour le décodage.

Le message est un élément de F’;m. Dans la suite, on identifiera les listes et les polyndémes. Ainsi
la liste (ag, ..., ax) € F’;m sera vue comme ag X" +a; X'+ ... +a, X", le message est donc un élément
de qu7 k [X] .

Convention : dans cette partie, toutes les fonction présentées prennent implicitement en argument
les paramétres du code (n,k,p = n — k) ainsi que I'élément générateur a de (F}., x) choisi. On
emploiera les opérations suivantes :
— sur les ints : les opérations usuelles 4+, —, * et la division entiére //.
— sur les éléments de F,m : les opérations usuelles 4+, —, *, 'exponentiation, et la division /
(produit par l'inverse) et deux fonctions :
log_a (B) i€ [l, 2™ —1] avec o' = 3
exp_a (i) — o
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— sur les polynomes (a coefficient dans F,m) : les opérations usuelles +, —, * et les fonctions
divise (A, B) — @, R réalisant la division euclidienne
evalue (A4,J)— A(S)
prod_scalaire (A,(3)— Ax [
degre (A) +— deg(A)
A[i] acces en lecture et écriture au i-iéme coefficient
De plus X représentera toujours l'indéterminée polyndmiale et les opérations *, +, —, /, % repré-
sentent les opérations usuels sur les entiers, les polynémes ou les éléments de Fym selon le contexte.

4.1 Encodage
Il existe o un générateur de Fym. Fixons un tel générateur dans toute la suite. On définit le

polynéme générateur par
p

G = H(X—o/)

L’encodage consiste a transformer A en multiple de G, de maniére & avoir p racines connues.

Fonction 1 — code : encodage de Reed-Solomon

Donnees: A message, polynome a coefficients dans F,» de degré au plus &k
Resultat: C le mot du code correspondant & A
Algorithme:

G« f[(X—o/)

T « AxXP
_, B« divise (T, G)
renvoie T — B

Proposition 17 : (Propriétés du code de Reed-Solomon)
Notons C 'ensemble des mots du code. On a alors :

1. le code est I'ensemble des multiples de G de degré inférieur a n : C = {QG,Q € Fym [ X]}.

2. Le message d’origine d’un mot du code est la liste des ses coefficients d’ordre n & p (ce qui
assure l'injectivité de I'encodage)

3. C est un code linéaire : ¢’est un sous-espace vectoriel de dimension k de Fym ,,[X]
4. C a pour distance minimale d;, = p + 1

Le code de Reed-Solomon est donc un code linéaire (n, k, n — k + 1)4m

Démonstration : montrons (1) par double inclusion :

Soit A un message. en reprenant les notations du code, il existe @ tel que T = GQ + B, donc
T — B = GQ De plus on a deg B < degC' = p, donc la soustraction 1" — B ne modifie par les
n — p = k premier coefficients de T, qui sont ceux de A translaté de p (ce qui montre (2))

Soit C' un multiple de G de degré inférieur ou égal a& n. Notons D le résultat de I’encodage du
polynome ¢, X* + ¢, ;1 X1 + ... + ¢,
On a deg(C'— D) < max{deg(D), deg(C)} < n.orVi € [n, p], d; = ¢;, donc deg(C—D) < p—1.
C' — D étant un multiple de G et deg(G) =p,ona C — D =0, d’ou C = D.

]Fm,k[X] — qu,n[X]

3 — q
(3) Soit f = { P PG
justifie que Im(f) = C est un sous-espace vectoriel de Fym ,,[X]. De plus pour P € Fym ,[X],

. f est linéaire par linéarité du produit polynomial, ce qui
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f(P)=0% P=0car G # 0. donc ker(f) = {0}. f est injective. fI est donc un isomorphisme,
d’ott dimC = dimF m [ X] = k.

(4) Le code étant linéaire, on a dy,, = . enréi\r{lo}w(c) d’aprés la proposition 5
Soit C' un mot du code non nul. Supposons que C posséde au plus p coefficients I;OI] nuls. Alors il
existe (i1, ..., 3p) € [0, n]” et (c1, ..., ¢p) EFhm tel que iy < ... <ipet C = ZCgXi‘. On sait
=1
que les (o) jeq, pj sont des racines de ce polynome, d’ou Vs € [1, p], C(a®) = Z co(a®) =0
=1

On a donc le systéme linéaire :

(Oéi‘l)P (ai‘p)P C; 0

La matrice des ((a*)*) est un matrice de Vandermonde. Or les (a)e1, ) sont tous non nuls
et deux-a-deux distincts (en tant que puissances distinctes du générateur de F,m tout comprises
dans [0, ¢"™ — 1]). La matrice est alors inversible. Son noyau est alors réduit a la matrice nulle,
et on a ! [cil cl-p] =1 [O O}, C est le mot nul ce qui est absurde. C' posséde donc au
moins p + 1 coefficients non-nuls, et dy,;, = p+ 1

Par ailleurs, 1 € F m ;[ X] donc G € C. On sait que G est de degré p, il posséde alors au plus p+ 1

coefficient non-nuls, d’ou d,,;;, < p + 1. Par double inégalité, d,;m = p + 1 O

4.2 Deétection d’erreurs et décodage

Détection d’erreurs : Le code de Reed-Solomon peut détecter les erreurs si moins de p erreurs
se sont produites. En effet, le nombre de coefficients distincts de deux multiples de G est p, donc si
moins de p erreurs se sont produites, alors le polynéme recu D n’est pas un multiple de G. Vérifier
les erreurs revient donc a calculer les D(a’) pour ¢ € [1, p], si I'un d’entre eux est non nul, alors D
n’est pas un multiple de G, il y a eu erreur. Sinon on peut directement décoder :

Fonction 2 — decode : décodeur de Reed-Solomon

Donnees: D message recu, polynéome a coefficients dans Fyn de degré au plus m
Resultat: A le message original
Algorithme:
erreur < faux
Pour i allant de 1 a p faire
Si evalue(D, exp_a(i)) # 0 alors
‘ erreur < vrai
Si erreur alors
| D« corrige (D)
renvoie la liste des coefficients de D d’ordre compris entre p et n

Correction d’erreur : s'il y a erreur, il existe £ € Fym ,[X] tel que D = C'+ E avec C' le message
d’origine et D le message requ. On suppose que £ possede au plus ¢t = £ coefficients non nuls. S’il en
posseéde plus, le mot du code le plus proche n’est pas C', la correction sera erronée.
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4.3 Correction d’erreurs par syndrome

Inconnues : on cherche le polynome E € Fym ,[X], on a supposé que E possede au plus ¢t = £
coefficients non nuls. Il existe v < ¢ tel que v soit le nombre d’erreur. 1l existe donc (i1, ..., i,) €
[1, n]" deux-a-deux distincts et (e;,, ..., €;,) € Fin éventuellement nuls tel que

E= Z eq, X'
k=1

Soit j € [1, p], on connait D(a?) = C(a?) + E(a?) = E(a?). Notons s; cette quantité, nommé le

v

e i T
j-iéme syndrome. On a s; = g €, O

k=1

Les (S})jep, p) constituent un systéme (non-linéaire) de p équations avec 2v inconnues.

Notations : Définissons les trois polynomes suivant :

2
— le polynéme syndrome : S(X) = Z sp Xkt
k=1

— le polynéme des positions d’erreur : A(X) = H(l —a™*X).

k=1

— le polynéme d’évaluation d’erreur 2(X) = Z e, 'k H (1-a™*X)
k=1

h=1, hk

Déterminer les positions d’erreur revient a calculer le logarithme en base v des inverses des racines
de A. Seul le polynéme syndrome est directement connu.

Structure générale de la correction : Le décodage et correction d’un polyndéme D s’effectue
alors ainsi :

1.

On calcule les syndromes, s’ils sont tous nuls, il n’y a pas d’erreur et on décode, dans le cas
contraire :

. On détermine les polynéomes A et €2 grace a I'algorithme d’Euclide
. On détermine les position d’erreurs (iy)rei, p] & partir des racines de A

2
3
4.
5

On détermine les valeurs d’erreurs (e;, ) ke[1,p) en évaluant judicieusement A et €

. On construit le polynéme d’erreur et on le soustrait a D.

La suite vise a détailler les algorithmes utilisés lors des étapes 2, 3 et 4.

4.3.1

Déterminer les polynémes A et ()

Proposition 18 : (Equation-clé)
Les polynémes A et Q vérifient :

1.
2.

3.

S(X)AX) = Q(X) [X*]
A(X) AQX) =1

deg(A) <tet deg(B) <t

S(X)A(X) = B(X) [X*] = 3C € Fm[X], A=CAet B=CQ

Y(A, B) € Fyn[X], {
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Démonstration : pour I’équation (1), on a :

2t

2t v v 9%
S S S Y P

k=1 k=1 h=1 h=1

B Ze. i 1— (aihX)2t+1
ip

1 —airX
h=1
done A(X)S(X) =) e a™(1 — (o' X)**) (1—a™*X)
h=1 k=1, k#h
TS () () IR ) AT ()
h=1 k=1, k#h h=1 k=1, k#h
= Q(X) [X*]

Par ailleurs, pour (k,h) € [1, v]* tel que h # k on a iy, # ix or (in, i) € [0, ¢"], on sait donc que

in — i Z 0 [¢™], c’est-a-dire que a*~% £ 1. On a alors Q(a'*) = ¢;, a’™ H (1 —a™ ™) 0.
h=1,k#h

Les racines de A ne sont pas racines de ). Par ailleurs, deg(2) < v — 1 < v et deg(A) = v donc

QANA=1

(3) soit (A, B) € Fym|[X] tel que deg(A) < ¢, deg(B) < t et AS = B [X?t]. On a alors modulo 2¢ :
QA = ASA = AB. Le polynéome P = QA — AB est divisible par X?.
Or deg P < max{deg(A) + deg(2),deg(B) +deg(A)} < max{t+ (t—1),(t—1)+t} < 2t
Donc P = 0, c’est-a-dire QA = AB.
A divise QA et AN Q =1 donc A divise A. Il existe C' € Fm[X], A =AC. On a ACQY = AB or
A#0,dou B =QC. O

Algorithme d’Euclide étendu : définissons les suites polynémiales d’Euclide (P,) et (Q,,) par

P0:X2tetP1:S
s Pn7£07 Pnfl :ann+Pn+1 et deg(PnJrl) <deg<Pn>

>
2Ll G P =0 Py=0

(deg(P,))nen €tant une suite d’entiers strictement décroissante, on a P, — 0. On notera ny le
premier entier tel que P,, =0 et P, 1 # 0. On pose alors les suites polynomiales

. UozletU1:0 . VszetVlzl
(Un) ‘ { Vn € [[17 nf]]7Un+1 - Un—l - QnUn ot (Vn) ‘ { Vn € [[17 nf]]?‘/TH—l - Vn—l - ann

Proposition 19 :
Avec les notations précédentes, on a

2. Vn € [1, ng], deg(V,) < deg(F) — deg(P,—1)

3. Vn € [1, ng], deg(U,,) < deg(Py) — deg(P-1)
Démonstration : prouvons ces propositions par récurrence a deux pas sur n € [1, n¢].
Initialisation : n = 1.

(1)2P1:OXPO+1><P1

(2) : Vi =1 donc deg(Vy) = 0 < deg(Fy) — deg(F)

(3) : Uy = 0 donc deg(U;) = —oo < deg(Py) — deg(P)
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n=2:
(1): P, =PQ1— Py = (UP+ViP)Q1 — Py = (ViQ1 — Vo) P + (U1Q1 — Uy) Py = Vo Py + Uy By
(2) : Vo =Vo — Q1Vh = —Q; donc deg(V)) = deg(Qq1) =1 < 2t — (2t — 1) = deg(FRy) — deg(Py).
(3) : Uy =Uy— Q1U; =1 donc deg(Uz) =0 < 2t — 1 — (2t — 1) = deg(Py) — deg(Fy)

Hérédite : soit n € [3, nys], supposons que (1) (2) et (3) soit vraie au rangs n — 1 et n — 2.
(1) : P=PraQny— Poo=(Vii P+ Up 1 P)Q1 — (V2 P + U2 Ry)
= (Va1Qno1 = Vao) Py + (Un1Qn1 — Un2) Py
- Vnpl + UnPO

On a Qn—an—l = Pn—2 - Pn donc deg(Qn—l) < max {deg<Pn—2)v deg(Pn)} - deg(Pn—l)
< deg(P,—2) —deg(P,—1) car deg(P,) < deg(P,_2)

(2) : Vo, = V1Qn1 — Vo d’ott la majoration :
deg(V,) < max {deg(V,—1) + deg(Qn1), deg(Vi o)}
< max {deg(Fy) — deg(P,_2) + deg(P,_2) — deg(P,_1), deg(Py) — deg(P,—3)}
< deg(FPy) — deg(P,—1) car —deg(P,—1) = — deg(P,_3)

(3): Uy, =U,-1Qn_1 — U,_o on procéde donc de méme que pour (2)
deg(Uy) < deg(Pr) — deg(FPy-1)

Ce qui achéve I'héredité. (1), (2) et (3) sont vrai pour tout n € [1, n¢]. De plus (1) est vrai pour
n=0car Fh=0x P, +1x F, ]

Proposition 20 : (Résolution de I’équation-clé)
Il existe ng € [2, ns] vérifiant deg(P,,) <t et ¥n € [0, ng — 1] ,deg(P,) > t. On a alors :

Vi (0) £ 0 A<X>:‘(;:j((f§)> Q(X) =

Démonstration : on sait que P, — 0 donc deg(P,) — —o0.
Par ailleurs deg(P;) = deg(S) = 2t — 1 > ¢, et deg(P,;) = —oo ce justifie I'existence de ng € [2, ny]
vérifiant les propriétés de degré.
P, = Uy X?* +V,,S d’apres la proposition 19.1. Donc P,, = V,,,S[X?].
Or { deg(Vy,) < deg(Py) — deg(Pry—1) <2t —(t+1) <t .
deg(Py,) < 1
On peut donc appliquer la proposition 18.3 :

il existe C' € Fym[X] tel que P,, = CQ et V,,, = CA

En passant au degré : deg(V,,) = deg(C) + deg(A) donc deg(C) + t < t, donc deg(C) < 0 ce qui
justifie que C' est une constante. C' est non-nulle car CA =V,,, # 0

A(0) = 1 done € = V,, (0). Dot le résultat : A(X) VV"—%()) et Q(X) =

Dy (X)

V0 () -
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Fonction 3 — euclide : résolution de I’équation-clé

Donnees: D Le polynéme de F;m ,,[X] regu contenant au moins une erreur
Resultat: Lambda, Omega les polynémes des positions et évaluations d’erreurs
Algorithme:
calcul des syndromes
S < polynome 0 de Fm[X]
Pour i allant de 1 a p faire
| S[i] < evalue(D, exp_a(i))
algorithme d’euclide
PO + polynoéme X2 de F m[X]
P1 « S
VO < polynome 0 de Fm[X]
V1 < polynéme 1 de Fym[X]
t < (n=k) // 2
Tant que degre(P1l) > t faire
Q, R+« divise (PO, P1)
PO, P1 «+ P1, R
VO, V1 + V1, VO — Q«V1
C <« 1p,.. / evalue(V1l, 0)
renvoie prod scalaire(V1l, C), prod scalaire(P1, C)

Complexité : cet algorithme a également 'avantage d’étre rapide. En effet, la suite (deg(Pn))
étant strictement décroissante. On peut majorer le nombre d’itérations de ’algorithme d’Euclide ci-
dessus par t. Euclide réalise donc au plus ¢ divisions, produits et sommes de petits polynémes (tous
les polynémes ont un degré majoré par 2t).

4.3.2 Deéterminer les positions d’erreurs

Détermination des racines : A étant connu, il suffit de calculer ses racines, les o~ pour
connaitre les positions d’erreur. Comme on est dans un corps fini ayant un petit nombre d’élément,
il suffit donc de faire une recherche exhaustive sur les ¢"* — 1 = n éléments du groupe (F;m, X).

Une fois les racines o~ connues, on calcule leur logarithme en base a, pour obtenir —i; (modulo
[¢™ — 1]), le logarithme renvoyant une valeur positive entre 0 et ¢" — 1. On a donc i, = ¢" — 1 —
log a(a™)=mn—1log a(a )

Fonction 4 — calcul racines : calcule des racines de A

Donnees: Lambda le polynéme de positions d’erreur
Resultat: racines liste des 7, les puissances des inverses des racines de Lambda
Algorithme:

racines < liste d’ints de longueur degre (Lambda)

k« 0
Pour i allant de 0 a n faire
Si evalue(Lambda, exp_a(i)) = 0 alors
racines [k] + n—i
k+k +1

renvoie racines
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4.3.3 Deéterminer les valeurs d’erreurs

Proposition 21 : (Formule de Forney)
Etant donné les polynomes A et € ainsi que les positions d’erreur (i )reqi, o, On a

Qo
Vk € [[1, UH, €i, = —ﬁ

avec A'(X) = Z k- \e X" ! est la dérivé de A (- désigne 'opérateur additif itéré et non 'opérateur

k=1
produit)
Démonstration : soit k € [1, v], on a A'(X) = —a'* (1 —a“X) donc
h=1 j=1,j#h
' Zeihof” H (1—aba™™) e, ak H (1 —a'ma )
Qa™™)  n=1 j=1, j#h B h=1, hk
N(a—i) R S R S
( ) Z —a' H (1 —aa™") —a'k H (1—a'a™")
k=1 j=1,j#h h=1, h#k
Q(O{_Zk) —= eikaZk — _elk D

N () —qik

Calcul des coefficients de E : il suffit simplement d’appliquer cette formule pour calculer un
par un les coefficients non-nuls de £ :

Fonction 5 — Forney : calcul des coefficients e;,

Donnees: racines liste des positions d’erreur iy
Lambda, Omega les polynomes des positions et évaluations d’erreurs
Resultat: coeff liste des coeflicients ¢;, (dans le méme ordre que leurs indices dans racines)
Algorithme:
coeff « liste d’éléments de Fym de longueur len (racines)
d Lambda < derive (Lambda)
Pour i allant de 0 a len(coeffs) faire
O < evalue (Omega, exp a(n—i))
L < evalue(d Lambda, exp a(n—i))
coeff[i] «+ -0 / L
renvoie coeff

4.3.4 Synthése de la correction

v
Méthode de correction : pour corriger le polynéme D = C' + E, avec E = Z i, X U
k=1

— on calcule les syndromes (S;) e, ], 8'ils sont tous nuls pas besoin de corriger, sinon

— on calcule A et 2 grace a I'algorithme d’Euclide

— on déterminer les positions d’erreurs (i) ke[l, o] & partir des racines de A

— on calcule les coefficients (e;, ) ke[1, ] grace a la formule de Forney.

— on soustrait £ a D
La fonction de correction s’écrit alors
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Fonction 6 — corrige : correcteur du code de Reed-Solomon

Donnees: D polynéme erroné (contient au moins une erreur)
Resultat: C le mot du code le plus proche de D
Algorithme:

Lambda, Omega < euclide (D)

racines < calcul racine (Lambda)

coeff « Forney(racines , Lambda, Omega)

E + polynome nul de F;m[X]

Pour i allant de 1 a len(racines) faire

| E[racines[i]|] < coeff[i]

renvoie D — E

4.4 Notes d’implémentation : calcul dans Fon et Fom[X]

Le corps de Fa» @ nous avons montré qu’il existe des codes de Reed-Solomon pour n’importe quel
corps fini de cardinal ¢"™ avec ¢ premier. Le plus courant étant d’utiliser un corps fini & 2™ éléments :
on peut en effet représenter un élément de Fom par un entier sur m bits. [01001010] représente
X604+ X4+ X% dans Fg. Ordans Z/2Z,ona1l+1=0,14+0=1,0+1=1et 0+ 0 = 0. L’addition
dans Fom correspond donc au ou exclusif bit-a-bit.

Pour le produit, on se sert du caractére cyclique du groupe (F,., x). On choisit un générateur
a et on précalcule deux tables exp_a et log_a telle que pour i € [0, m — 1], a° = exp_ali] et
i = log_a[i]. Ainsi pour (c,d) € F2, non-nuls, le produit se lit dans ces tables :

c¢x d=exp_ allog alc]+ log a[b]]

L’inverse d’un élément se calcule alors simplement : ¢! = exp a[m — 1 — log_a|c]]

Ainsi les opérations dans Fom sont des opérations élémentaires.

Les polynoémes : les polyndmes sont représentés par des listes d’éléments de Fom. L’addition est
le ou-exclusif coefficient par coefficient, et le produit est le produit polynomial classique. Finalement,
on utilise 'algorithme de division synthétique pour calculer les restes et quotients de polynomes.
Ainsi, pour (P, Q) € Fon[X] de degrés respectifs n et m on a les complexités :

Opération Complexité
P+Q O(max{n,m})
PxQ O(n+m)

P/Q et Pmod @ O(nm)

Toutefois, les paramétre du code étant fixé, on étudie plutdt le temps d’exécution avec des parameétres
de tailles fixés.

5 Comparaisons de codes correcteurs

Comparaison des codes : on parcourt le mot du code en permutant chaque bit si un nombre
aléatoire est inférieur a une certaine probabilité. On trace alors la pourcentage de correction (le mot
renvoyé par le décodeur est le méme que celui initial) en fonction de la probabilité d’erreur.

On constate sans surprise que les message ayant un ratio — plus faible, et donc un plus grand
n

nombre de bits de controle par rapport aux bits de message, ont une meilleure correction.
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0,9
0,8
0,7

0,6

= Hamming(3,1)

= Hamming(7,4)

0.4 Hamming(15,11)
= Hamming(31,26)

0.3 —— Hamming(63,57)

0.5

Pourcentage de décodage correct

0.2

0.1

0,01 0,1 1

Probabilité d'erreur par bit

FIGURE 1 — Pourcentage de correction en fonction de la probabilité d’erreur pour le code de Hamming

0,9
0,8
0,7
0,6
05 RS(63,45)
0,4 RS(31,19)

—— RS(255,223)
03

Pourcentage de décodage correct

0.2

01

0,01 0,1 1

Probabilité d'erreur par bit

FIGURE 2 — Pourcentage de correction en fonction de la probabilité d’erreur pour le code de Reed-
Solomon

En pratique, cette expérience n’est fait qu’avec des erreurs placés de facon aléatoire. Cependant,
lors du stockage et de la transmission de données, les bouffées d’erreurs dues au rayures sur un
disque ou au bruit du canal sont plus fréquentes. Le code de Reed-Solomon a un bien meilleur
comportement vis-a-vis de ces bouffées d’erreur. En effet, le décodeur ne fait par la différence entre
'altération d’un bit du symbole ou de tous les bits du symbole (on travaille souvent sur Foss donc
un symbole comprend 8 bits). Le code de Hamming, en revanche, échoue dés qu’il y a deux erreurs
dans une méme portion de message.
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