Exercices de colle

SEMAINE 3

Jonathan Laurent

Equations différentielles

1. Résoudre sur R

y" +vy —2y=10sinz

Réponse :
Foapu () = Xe” + pe " — (cosx + 3sinw)

2. Trouver toutes les fonctions dérivables sur R telles que
1
foi=[ rea
0

3. Equation avec raccordement : trouver toutes les fonctions C! sur R telles que
y +y= |zl

Réponse :
r—14+A+2)e® >0
ya(x) = a
—x+ 1+ Xe x <0

Théorie des ensembles

1. Si F est un ensemble, et A € P (FE), on définit

xa B — {0,1}
{1 siz€e A
Tr
0 sinon



(a) Exprimer en fonction de x4 et XB : Xg\4; XAUB, XANB, XA\B> XAAB

(b) Démontrer a I'aide de fonctions caractéristiques I'identité
A\(BNC)=(A\B)U(A\C)
. Si E est un ensemble, A, B C E, résoudre sur P (E) I"équation

AnNnX =8B

. Soient E, F et I des ensembles, f: E — F. Si (A;);er est une famille d’éléments de

E et (B;)iecr une famille d’éléments de F', montrer que

(a) Montrer que f (lJ; 4i) = U, f (4s)
(b) Comparer f ([, A;) et (; f (Ai) (Réponse : C)

. Conditions nécessaires et suffisantes sur f : E — F pour que :

(@) f(f1(B) =8B
(b) fTH(f(A)=4

Donner les inclusions varies dans le cas général.

Réponses :

(a) Inclusion C vraie, égalité si f surjective

(b) Inclusion D vraie, égalité si f injective

. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f : £ — F pour que
VA BeP(E), f(A=f(B)— A=B

Réponse : f injective

. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f : £ — F pour que
VO, DeP(F), f(C)=f'D)=C=D

Réponse : f surjective



Inégalités
Inégalité arithmetico-géometrique
1. Soit A une partie de N* telle que

(a) 1€ A
(b) VheN", neA=2nec A

(c)Vn>2,neA=n—-1€A
Montrer que A = N*
2. Montrer que Va,b € R, “TH’ > /ab. Etudier le cas d’égalité.
3. Montrer que
1 n n 1/n
13 (11 )
i i=1
Indications :

(a) Utiliser (2) pour montrer la partie (b) de la récurrence

n—1

(b) Pour la partie (c), poser b; = a; pour i <n —1 et b, = ﬁ Do aq



